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As especulaçtses em t.orno do processo epidêmico são 
muit.o l"emot.as. Hipócrat.es, por exemplo, na obra Epidemia, a 
êle at.ribuida, na Grécia Ant.i:;a, já manif"est..ara essa 
pr-eocupação. 
A Epiderrúolo~ia, est.udo da propag-ação de doenças 
t.ransrnissiveis em pop$ç~es de individuas, t.eve, na verdade, 
um desenvolvimento bast.ant.e lent.o at.é o século XIX. Dentro 
desse periodo, já havia re:;ist.ros na história dando conta de 
que a humanidade !'ora vit.ima, por várias vezes, de epidemias 
marcadament.e avassalador-as. 
Graças às pesquisas desenvolvidas por Past.eur e Koch 
(na met.ade do século XIX>.. a Bact.erolo:;ia at.in:;iu um 
espet.acuJ.ar. avanço e, a part.ir dai, cert.ament.e, é que a 
Epidemiologia t.enha assunúdo os moldes de uma pesquisa 
cient.if'"ica moderna. 
Pro=ress:ivament.e, houve uma r;rande evolução das 
pesquisas na direção de uma melhor compreensão das doenças 
t.:ransm.iss:iveis em t.oda sua t.ext.u:ra. Assim é que os processos 
et.iológioos de ident.ifioação de doenças t.iveram um 
profundo desenvolviment.o. 
Com esse quadro~ por assim dizer, animador, 
fazia-se present.e a imperiosa necessidade de cont.rol.ar e 
' 
prever a propac;:ação de epidemias, ou seja, era cher;ada a 
opoi"t.wrldade de encar-ar a problemát.ica do pl"ocesso epidêmico 
sob o pont.o de vista quant.i t.aU v o. 
Um marco impoi"t.ante no tl"at.ament.o mat.emát.ico do 
processo epidêmico, deve-se a Hamer (em 1906) que consider-ou a 
hipót.es:e de que o curso de urna epidemia dever-ia depender- do 
númer-o de indivíduos sus:cept.iveis: e de uma t.axa de cont..at.o 
ent.re indivíduos s:uscept.iveis inf"ecciosos:. Es:t..a simples 
hip6t.es:e de Hamer-, serviu de base para todas as t.eol'ias 
post.el'io:res, t.ant.o 
est.ocást.ico. 
do pont.o de vist.a det.er-minist.ico, como 
Por out.ro lado, Ros:s (em 1911) desenvolveu um modelo 
mat.emát.ico mais apl"imo:r-ado, levando em cont..a um conjunt.o de 
par-âmetros básicos, para, em se~uida, descr-ever vár-ios 
aspectos r-elevantes do modo como ~ pr-ocessada a tr-ansmissão da 
mal.ár-ia. 
Igualmente importante, f" or-am os t.:r-abalhos 
apr-esentados por- Kermac McKendrick <1927-1929), com 
" 
inclusão de taxas v.ariAveis de in:fecção, de r-ecuper-ação, et.c. 
Merecendo destaque o TEOREi'IA DO LIMIAR , segundo o qual a 
insel'ção de qualquer nóm.el'o de inf"ecciosos: em uma população de 
suscept.1~eis: , não acarr-et..á nenhum s:urot..o epidê-núco desde que o 
nt:íme:ro inicial de suscept.iveis: seja infer-ior a um certo valor 
cr-it..ico. 
Após a Sebunda Guerra Mundial, o aparecimento dos 
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Computadores e o desenvolvtment.o OCOI"J"ido na Anâllse 
Numér-ica, ensejaram uma análise mais profunda dos sistemas de 
equações diferenciais e a int.rodução de simulação de dados. 
Todo esse aparat..o t..écnico det.erminou um enorme e 












hoje, t.em dado import.ant.es 
autoridades sani t.árias na definição de 
polit.icas de saúde e cont.role de doenças t.rans:missiveis, bem 
como em ações de nat.ureza profllát.icas. 
A t..arefa, nada fácil, de const.ruir um modêlo 
mat..emát..ico para descrever e int.erpre~ a propagação de 
doenças t.ransmissiveis em populações de individuas, conduz a 
mui t.as quest..ões int.eressant.es t..ant.o no âmbi t.o da Biolo~ia, 
como no campo da Mat.emát.ica. 
Sob o pont.o de vist.a mat.emât.ico, os modelos 
produzidos são, em ~eral, determini.sticos ou estocástico.s. 
Observamos, no ent.ant.o, que a formulação det.erminist.ica não 
implica na exclusão de al~umas considerações de nat..ureza 
pr-obabilist.ica no modêlo. Como exemplo, podemos cit.ar que em 
a.Ig-uns modelos é possível obt..er-se soluções periódicas, quando 
int.roduzimos periodos de ret.ardament.os classes da 
população considerada, at.ravés de det.erminadas pr-obabilidades 
de t.ransf"e.r-ências { U3ltlt4ltl161,[24]). 
3 
e oport.uno mencionarmos alcumas caract.erist.icas dos 
modelos det.erminist.icos e est.ocâst.icos. Nos modelos 
det.errninist.icos as equ.a.ça:es são formuladas em t.ermos dos 
números <ou proporções) de individuas em cada classe da 
população~ no t.empo t.; enquant.o que nos modelos est.ocást.icos, 
as equações são formuladas em t.ermos da probabilidade de que 
se t.enha det.erminado número (ou proporção) em uma dada classe 
na população, no t.empo t.; além disso, nest.es modelos obt.ém-se 
como result.ado final, não wn número <ou proporção) exat.o, mas 
apenas um valor médio. 
Quando t.rabalhamos com uma ~rande população e 
est.amos interessados na propa~ação t.ot.al da doença, então os 
modelos det.ermintst.icos são frequent.ement.e adot.ados. Se, por 
out.ro lado, est.amos lidando com uma pequena população, ou 
t.emos int.eress:e apenas em um pequeno ~rupo de uma r;rande 
população, ent.ão a ut.ilização de modelos est.ocást.icos é bem 
mais sat.isf"at.ória. 
Os modelos est.ocást.icos parecem est.ar bem mais 
próximos da realidade do f'en6meno modelado, em cont.rapart.ida o 
inst.rwnent.al matemático ut.ilizado at.inc;e um nivel de razoável 
dif'iculdade técnica. Est.a cons:t.at.ação não t.orna os modelos 
det.erminist.icos ·menos import.ant.es, pois ao que t.udo indica, 
são éles o pont.o de part.ida na direção da f'ormulaçrão de 
modelos mais reallst.as. Ademais, conforme asse~ura K.leinbaum 
"Em out.ras palavras, nós não necessi t.amos considerar a 
OCOI'"l'"éncla de como um pl'"ocesso aleat.ór-io; n6s 
envolvemos conside:roaçlSes p:roobabiltst.icas: p.a.ra exp!'ess.a.r nosso 
desconheciment,o do processo causal e como observá-lo .. ([18J>. 
Nêst.e t.rabalho, t.rat.aremos t.ão soment.e de modelos 
det.ernúnts:t.icos, dado que ent.endemos se:ro esse o candnho 
inicial pa.I"a um es:t..udo mais abranc;ent.e sobre modelagem de 
doenças t..ran:s:miss:iveis. Por out.ro lado, o considerável volume 
de int'ormaçlSes, as mais: diversas, hoje publicadas acerca do 
refe:rJdo 
opção. 
as:sunt.o, t.eve uma decisiva inf1uência para essa 
No Capit..ulo I, list.ados: pr-é-r-equis:i t.os: 
rnat..emát.icos, t.ais: como sist.emas lineares aut.ónomos, quase 
linea:res, pont.os: de equilibt"ios:, es:t.abilidade, t.eor-emas de 
eM!s:t.ência e unicidade local e €loba!; t.eorernas:. de Bendixon, 
Poincar-é-Bendixon, Lyapunov; a bif"tll"cação de Hopt', nece:s:s:àr-ios: 
à abol'd..a~em dos Capit.ulos: post-eriores:. 
No C.apit.ulo 11, sgo des:crit.os e analisados vár-ios 
modelos epidêmicos, com ou sem dinâmica vit.al, en:fat.izando o 
comport.ament.o ass:int.6t.ico das soluções:. p:roincipais 
J"esult.ados mat.emát.icos obt.idos: são reescritos em ling-ua~em 
epidernioló~ica. Es:t.abelecem-se, t.ambé-m, cex-t.as condiç~es para 
que se t.enh.a soluções periódicas dos sistemas que governam 
al~uns: modelos epidêmicos. 
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No Captt.ulo 111, do apresent.ados e exaust.ivament.e 
est..udadas cenel"'alizaç2Ses de dois dos modelos ant..el"'iorment.e 
analisados. Uma das ~eneralizaçtses mant.ém ~rande similaridade 
com o modêlo ori~inArto; a out.ra, implica em result.ados 
inesperados quant.o à 
da t.axa de incidência.. 
estabilidade, devido a não linearidade 
Na par-t.e final, faz-se al~uns: comant.ál"ios l.a.st.r-eados: 
em t.oda leit.ura f"eit.a, em livr-os e periódicos Ust.ados nas 
r-eferências bibliográf"icas1 para realização dêst.e t..rabalho, 




Sist.emas Autônomos: Result.ados Básicos. 
Nêst.e Captt.ulo, apresent.aremos, sem demonst.z-açi5es, 
os principais result.ados mat.emát.icos: indispensáveis ao 
des:envolviment.o dos Capi t..ulos sesuint.es < [21, l31, l7l, [91, 
[171, [211, [221, [231, [25]). 
1.1 Pont.os Crit.icos e Trajet.6rias de Sist.emas: 
Autônomos no Plano. 
Seja o sist.ema 






x(t. ) e yo - y<t. ), o o o 
O plano xy denomina-se plano de fase e as curvas 
definidas por- <x,y>, onde x • x(t.) e y • y<t.> são soluç~es de 
<1.1.1> chamam-se órbitas ou trajetórias. Soluções dif'erent.es 
podem t.er a mesma trajetór-ia. 
Quando nas f'unçlías r;<x,y> e C<x,y> não :n.:uroa 
expllcit.ament.e a variável t., diz-se que o sist.ema acima é 
autônomo. 
Se um pont.o <x ,y ) do plano é t.a.L que C<x ,y ) • O 
t.t. 11 
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diz-se que <x ,y > 
• t 
um pont.o critico ou de 
Seja P • (x ,y ) 
t • 
um pont..o de crit.tco isolado do 
sistema <1.1.1). 
Seja CY • ix-x(t.), y-y(t.) ~ uma t.rajet..6ria arbit.rár-ia 
2 2 ~/2 
do sis:t.ema acima e seja D<t .. ) • [ (x(t.)-x~) - <y<t.>-y ~) ] 
a dis:t.ância de um pont.o ar-bit.rário em ao pont-o 
crit.ico (x ,y ). 
• • 
Def'inição 1. 
Um pont.o de equilib:rio isolado p • (x ,y ) 
• • 
dit-o 
est.ável se, e somente se, V e > O 3 ó > o t.al que qualquer 
t.rajet.ória cont.endo o pont.o .. .. <x<t. >,y<t. >>, pai> a o 
• • D<t. > < 6, a dist.ância D<t,) é menor que e, V t. ~ t. . 
Def'inição 2. 





assint..ot.icament.e est.ável se, soment.e se, êle é est..ávB-1 e 
• • ó" -exist..e 6 > O t.al que. se D<t. ) < , ent.ao 
im x<t.> • x 
• 
Def"inição 3. 
Un1 pont.o de equilibrio isolado 
e im y<t.> • y 
• 
P • <x ,y) é dit.o ~lobal 
• t 
assint.ot.icament.e est.ável se é local assint.ot.icament..e es t__,ável 
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• para qualquer 6 > O. 
Def'inição 4. 
Se um pont.o de equilibrio não é> est.ável, diz-se in.st.áveL 
1.2 Sis:t.ema.s Uneares. 
Consideremos o caso part.icular em que o sist.ema 
<1.1.1) assume a seguint.e forma: 
<1.2.D 
com a~e,b e c números reais t.ais que ae - bc ;114 O. 
Nest.e caso, o sist..ema <1.2.1) é denominado linear. Observamos 
que (0,0) é o único pont.o de equillbrio do referido sistema. 
Os valores próprios da A dos 
c:oef':lcient.es,det.erminados por: 
det.<ml - A> • [ 
m-a -b ] - 2 m -<a+e>m +ae-bc • O --c m-e 
com 4<ae-bc), car-acterizam a nat..Ul"eza 
da estabilidade do pont.o crit.ico. 
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Teorema 1. 
Seja o sist.ema linear {1.2.1) { dx -d:i't.i'-- • ax + by dy 
dt. • ex + ey 
com ae - bc iJI. O, cujo único pont.o de equilibrio é (0,0). 
Ent.ão, 
1.- Se as :raizes da equação caract..ertst..ica são reais 
e negat.ivas ou complexas com part.es reais nesat.ivas, ent.ão o 
pont.o de equiltbrio é assint.ot.icament.e est.ável. 
2- Se as :raizes da equação caract.ertst.ica são reais 
posit.ivas ou complexas com part.es reais pos:it.ivas, ent.ão o 
pont.o de equilib:rio é inst.ável. 
3- Se as raizes da equação caract.er-tst.ica são 
imasinárias puras, ent.ão o pont.o de equillbrio é est.ável, mas 
não assint.ot.icament.e estável <soment.e nês"t..e caso oco:rre 
solução periódica). 
O quad:ro se~uint.e Cornece a nat.ureza do pont.o de 




caracter 1 st.icas 
---------
t.Reais, desie;uais 
e mesmo sinal. 
ó. > O e 




11 > O e 
ae-bc < O. 
3.Reais e iGUaiS. 
1::.. • O, b e c am-
bos não nulos 
ou 


























est.âvel se as 
raizes são ne-
g-at.i v as; i nst.á-




estável se as 
l"aizes são ne-
e;at.ivas_; tnst.á-
vel se as raizes 
são positivas. 




est.áve 1 se a pal"'-
t.e real das rai-
zes é ne~a~iva; 
inst.ável se a par-
t.e real das rat-
é postt.iva. 
lineal': 
1.3 Sist.emas Apr-oxt madament.e Lineares 
<Quase Lineares) 
Consideremos: o s:e~uint.e :s:ist.ema 





Suponhamos o sist.ema acima t.enha como pont.o de 
equilibrio isolado a oriS"em (0,0). 
Assumiremos, .ainda, que em uma det.ermin.ada 
vizinhança da ori~em, as :funções G e F podem se:r- escritas na 
:forma aproximadarnent.e linear- <h.ast.sndo exl.s-ir que G e F 
t.enharn derivadas par-ciais cont.1nuas): 
G<x, y) • ax + by + g<x,y) 
F<x, y) • ex + ey + :f(x,y) 
t.ais que: 
g<x,y) :f<x,y> 
• lim • o 
2 .) i/2 
ex + y cx.y > --t-cO,o) 2 2 t/2 ex + y > 
Nessas oondiç(Ses, diz-se que o sist.em.a é quase 
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linear ([2!5l>.Além disso, podemos considerar o (0,0) como 
pont.o de equillbrio do sist.erna linear associado: 
{ dx dt. 111111 ax + by dy 
• ex + ey dt. 
Teorema 2. 
Consideremos o sist.ema quase linear aut.ônomo: 
dx 
dt. • ax + by + t:<x,y) 
com ae-bc ~ O. 
dy 
• ex + ey + f'<x,y> dt. 
Sejam m em 
• 2 
as raizes da equação caract.e:M.st.ica do 
sist.ema linear associado. 
Ent.ão: 
1- Se m e m sãç:. reais, des:i,;uais e de mesmo 
• 2 
sin.al,ent.ão o pont.o de equíllbrio <0,0) é um ponto nodal par-a 
ambos os sist.emas linear e quase linear. 
2- Se m e m são reais, desir;uais e de sinais 
• 2 
dif'erent.es, ent.ão pont.o de equilibrio <O,O> é um ponto de .sela 





são complexos e não ima~inários 
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puros, ent.ão pont-o de equtllbrio <0,0) é um ponto espiral 
para ambos os sist.emas linear e quase linear. 
4- Se m e m são reais e tr;uais, ent.ão 
• 2 
pont.o de 
equillbrto <0,0) é um ponto nodal para ambos os sist.emas 






são reais e ig-uais e simult.aneament.e 
a • e if! O e b • c • O, ent.ão embora (0,0) seja um ponto 
nodal para o sistema linear, pode ser um ponto nodal ou um 
ponto espiral para o sist.ema quase linear. 
6- Se m e m são imgoínários pur-os, então embora 
• 2 
(0,0) seja um centro para o sist.ema linear, pode ser um centro 
ou um ponto espiral para o sist.ema quase linear. 
Observemos que o Teor-ema 2 nos dá informações apenas 
sObre a natureza do pont.o de equillbrio <0,0). Quanto à sua 
est.abilidade t.emos o seguint.e result.ado: 
Teorema 3. 
Suponhamos que t.odas as: hipót.eses do Teorema 2 são 
sat.isfeit.as pelo sist.ema quase linear em consideração. 
Ent.ão: 
t- Se m e m são reais e nac;at.tvos ou complexos 
• 2 
conjur;ados com part.e real negoat.iva, enülo (0,0) é um pont.o de 
equillbrio assintoticamente estavel para ambos: os sist.emas 
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linear e quase linear. 
2- Se m e m são imat;in.ál"ios pur-os, ent.ilo embor-a 
' 2 
(0_.0) seja um pont.o de equiliibr-io estâ.vel para o sist.ema 
linear, não é necessariament.e um pont.o de equilibrio 
estavel parao sist.ema quase linear. De fat.o, o pont.o de 
equilibrto (0,0) do sis:t.ema quase linear pode ser 
assintoticamente estável, estável mas não assintoticamente 
estavel ou instável. 
3- Se m e m são reais e posit.ivos, ou comple"'os 
' 2 
conjusados com part.e real posit.iva, ent.ão o pont.o de 
equillbr-io <O,O> é instável par-a ambos os sist.emas linear e 
quase linear. 
Observação: 
Além disso, podemos gar-ant.i:r- que se wna das r-aizes 
caract.er1st.icas é posit.iva ou t.em part.e real posit.iva, ent.ão 
o pont.o de equilibr-io é instáv&l <consequância do 
Teol"ema de Linearização de Liapounov-Poincaré)([2J>. 
1.4 Sist.emas Não Aproximadament.e Lineares. 
Os sist.emas: aut.&nomos que não podem ser-
aproximados linearmente em uma vizinhança da ori~em <no sent.ido 
conf"orme a secção 1.3), diz-se que são Mo aprox:imadarn.ent.e 
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linear-es. Por- conse,;uint..e, para a análise da est.ab111dade de 
seus pont.os de equ111br-1os, t..eo.l'emas ant.e:rio:res não podem ser-
aplicados. No ent.ant.o, essa dificuldade se:rá supe:rada com o 
uso do t.eo:rema dado a se,;ui:r ([2]). 
Teor-ema 4. <Lyapunov> 
Seja f': O c IR"·---->IR um 





(x ,x , ... x )_ 
' 2 ~ 
Seja 
o sistema aut..ônomo 
v: Q c IR"------+1 
cont.inuament.e diferenciável t.al que: 
1- V CO> 
-
o. 
2- V<x> > o, se x ~ O. 
3- V sat.isf'az uma das se~uint.es 
a> d V<t.> ;,;; o t.odo 
--cn:- para 
b) d V<t.> < o t.odo 
--cn:- par-a 









X e O, X .. o . 
X E o, X ,. o. 
X e O, X .. o . 
Assim, se a f'unção V <de Lyaptm.ov) satisfizer a uma 
das condiçí:Ses a), b) ou c), ent.ão o pont.o equillbrio x • O 
será, r-espect.ivament.e: 
a) estável. 
b) assintoticamente estável. 
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c) instável. 
1.5 Solucoes Periódicas e Ciclos Umites. 
Al~uns sist.emas aut.õnomos podem eventualmente t.er 
soluções per-iódicas. Nest.a secção, enunciar-emos os t.eoremas 
mais important.es sôbre o referido ass:unt.o, como t.amhém, 
rer;ístraremos um result.ado que caract.eriza os conjnnt.os 
w-limi t.es. Tais conjnnt.os s:erilo ut.ilizados na decisão sobre se 
det.erminados pont.os de equillbrios, de um sist.ema autônomo, 
são assint.ot.icament.e est.áveis local ou ~lobalment.e 
{[3]),[111,[25]). 
Vimos na secção ant.erior, que quando as raizes 
caract.eris:ticas de um sistema autônomo linear são iml;inárias 
puras, o ponto de equilibrio <0,0) é um centro e , nést.e caso, 
as soluções do sistema são periódicas <a reciproca é t.ambém 
verdadeira).Por out.ro lado, quando consideramos um :sist.ema 
quase linear aut.ônomo, cujo sistema linear associado t.em 
raizes características tmacinárias puras, o ponto de 
equllibrio {010) do sist.ema quase linear t.ant.o pode ser- um 
centro como um ponto espiral. 
Os t.eo:r-ernas de Poincaré-Bendixon e de Bendixon 
tratam da existência de soluções periódicas não apenas para 
sist.emas aut.ônomos quase lineares, para quaisquer 
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sist.emas autônomos não linear-es. 
Uma curva :fechada no plano de fase que t,em cur-vas 
não :fechadas esptr-alando-se em sua direção, ou por dent.ro ou 
por Cora, é denominada de ciclo H.mite. 
Se t.odas as t.rajet.órias que começam próximas de uma 
t.rajet.ória fechada (ambos, por dent.ro e por f" ora> 
se e:s:piralizam em direção à t.rajet.ória C echada, quando 
t.---+ co, dizemos que o ciclo limit.e é estável. 
Se as t.rajet.órias:, em ambos os lados da t.r.ajet.6ria 
f"echada, e:s:piralizam-se para lon~e, quando t.----+ oo, dizemos 
que a. t.rajet.ória fechada (ciclo limit.e> é ínstáuel(veja [3]). 
Teorema 5. (Poinc.aré-Bendixon) 






~ • F<x,y) 
onde as funçt:Ses G e F t.~m derivadas parciais 
cont.inuas num domínio D. Seja D um subdonúnio de D e seja R a 
• 
retião cOnsist..indo de D e sua t'ront.eira, t.al que nenhum pont.o 
• 
de equilíbrio do si:s:t.ema pert.ença a R. 
Se exist.e wn solução x • x<t.>, y • y<t.> do sist.ema e 
um valor t. • t. t.al que x<t.>,y<t.> e R para t.odo t. ~ t. • então 
o o 
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ou x • x<t.>., Y • y<t.> é uma t.rajet.órla fechada., isto é., wna 
soluçiio periódica, ou x • x(t.), y • y<t.> se espiraliza em 
direção a wna t.rajet.6ria fechada, quando t.--+ m. Em qualquer 
caso o sist.ema dado t.em wna soluçiio periódica. 
Teorema 6. <Bendixon) 
Seja o sist.ema 
{ dx -d:i-t.i- • G<x, y> dy 
dt. • F<x,y> 
Suponhamos que as funções G e F t.o>m 
derivadas: parciais cont.inu.as num donúnio simplesment.e conexo D. 
Se + t.em o mesmo sinal ao lo[}€o de D, ent.ão não 
exist.e nemhuma solução periódica do sist.ema dado, int.eirament.e 
dent.ro de D. 
O t.eorema se~uint.e é bast.ant.e út.il na invest.i~aç:ão 
s6bre a exist.ência de soh.zç~es peri6dicas de um dado sist.ema 
([12]). 
Teorema 7. 
Suponhamos p e Q são cont.inuament.e 
diferenciáveis em uma re~ião abert.a e conexa D, t.al que 









deixa D, e que D cont.ém pelo menos um pont.o de equilibrio do 
sist.ema dado. Se exist.e um f"unção B<x,y> cont.inuament.e 
dif'e:renciável em D e t.al que a expres:sgo a! <BP> 8 + --jjy<BQ> t.em 
o mesmo sinal ao lon~o de D, ent..ão não exist..e t.rajet.ó:r-ia 
fechada (solução periódica) em D. 
O t.eorema seguint.e caract.eriza os conjunt.os 
w-limit.es no plano ([111>. 
Seja o sist.ema aut.ónomo: 
G<x 1 y> 
F<x, y> 
Seja r<t.> • <x<t.>,y<t.)) uma t.rajet.ória{órbit.a> do 
sist.ema acima. 
Seja + r • i r<t.> / t. ;;, o } semi-6rbit.a. de r<t.>. 
Conjunt.o oo-limtt.e da semt-órbit.a + r é o c onjunt..o 
+ O) t.al que z - 1 i m r<t. ) ~-
n 
n-.,.co 
Conjunt.o a-1 imt t.e da semi -6rbit.a + r é o conjunt.o 




+ Seja r uma semi-6rblt.a em wn subconjunt-o fechado 
e limit.ado K de IR2 e suponha que K t.enha s:oment.e um número 
f'init.o de pont.os de equillbrios. Ent.ão apenas uma 
s:e~uint.es: condiçf:Ses: é s:at.is:.feit.a: 
+ t- w<r ) é um pont.o de equillb:rio. 
+ 2- w<r ) é uma órbit.a periódica. 
3- + w(y ) cont.ém um número .fini t.o de pont.os de 
equilibrio e um conjunt.o de órbit.as r. com w<r.> 
c c 
e et(y. ) consist.indo de um pont.o cri t.ico para cada 
c 
órbit.a. 
1.6 Bi:f"ur-ção de Hop:f. 
Seja o se~uint.e s:ist.ema dependendo do parãmet.ro p: 
dx 
dt. • G<x~y~p) 
dy 
-'idi1t.-- • P<x,y~p) 
onde as :funções O e F t.êm derivadas cont.lnuas: at.é a 
t.erceira ordem. 
ASsumamos que <x ,y ,p ) seja um pont.o equillbrio do 
o o o 
sist.ema dado. 
















) t.enha o par de imat;inários 
puros ± wi <w > 0) como valores próprios. 
O t.eorema da !'unção inversa nos gar-ant.e que em uma 
vizi ... '"'""'""-a de (x ,y ,p ) exis:t.e uma curva de equilibrio suave 
............ ...,. 000 
<x<p>,y<p>,p> com x<p > • x 
o o 
e y<p ) - y . 
o o 
Os valores próprios Ã{p) e X<p> de J, os quais são 
±wi em p = p , varíam suavement.e com p. 
o 
Se, além disso, d --:i::-RRe[Ã{p )] • k ;o=: O, ent.ão dp o 
exist.e uma bifurcação de Hop f, ist.o é, exist.irão soluçeies 
soment..e um, dos t.rês casos p > p , p > Po• ou p - p. o o 
Se k > O, 1st. o é, Re[Ã(p)J > o quando p > Po• e se 
as soluçêSes periódicas apar-ecem para p > Po• ist.o é, elas 
aparecem quando os pont.os de equilíbrios: se t.ornam inst.áveis, 
ent.ão as soluções periódicas são est.áveis e a bifurcação é 
dit.a supercritica. 
Se k > O, e se as soluçetes periódicas aparecem para 
p > p 0 , ist.o é, elas aparecem quando os pont.os de equilibrios 
são est.áveis, ent.ão as solUções periódicas são instáveis e a 
bifurcação é dit..a subcr-itica. 
Se k < O, ent.ão a bifurcação super-cr-i ti c a 
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<suberltica) def'irúda pai' a a existência de soluções 
periódicas quando p < p < p > > 
o Po · 
Assim, para bifurcaçilo supercritiea soluções 
periódicas são est.áveis e par-a bif'urcação .subcritica alas~ síi:o 
inst.áveis. 
N~st.e t.rabalho, t.eremos a oport.unidade de lidar com 
o caso em que 
__<!_d Re[Ã.(p >l • -1 < O. p o Além disso, 
y • R, G<I,R) • a!P<N -I-R>q - I 
o 
e F<I,R> • r-<I - R/h>. 
x • I, 
O critério para decidir se a bifur-cação de Hopf é 
.s-upercritica ou subcritica depende do valor da expressão A, 
dada por: 
A • {y/r)G + (2/h>G + G + <G /h + G )[ (y/r)G + 
JU JJR IRR U IR II 
2 + (2/h)G + G l/(y - r/h >. 
Ilt Jtlt 
Se A < O, ent..ão a bifurcação é .supercrttica;se A )0 
ent.ão a bifurcação é subcritica U20D. 
As fir;uras abaixo são ilust.rat.ivas: 
y y 
p • p 
X 
A > O A < O 
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1.7 Stst.eJnas de Equações DiCerencia!s Ordinárias:. 
Extst.l:ncia e Unicidade de Soluções 
Local/Global. 
Nest.a secção 1 enunciaremos al~uns t.eoremas :sóbre 
exist.ência 
" 
unicidade de soluções locais e ~lobais de 
sist.emas de equações diferenciais, os quais serão utilizados 
nos capft.ulos post.e:r-io:res ([7J,l11J>. 
Teorema 9. <Exist.ência Local) 
Seja ~ • f"<t.,x), onde f":A c IR n-+~•'---> 
Se f'(t.,x> é cont.inua, ent.ão dado (t. ,x ) 
o o 
solução passando por- <t. ,x >, ist.o é, exist.e 
o o 
fR"" e A aber-t.o. 
E A exist.e uma 
um int.ervalo I, 
com t. e A, e uma :função x : I 
o 
IRn t.al que x(t.) • f{t.,x) 
para t.odo t. E I e x<t. ) • x . 
o o 
Teorel88 10. 
Se f'"<t.,x) f'"or- cont.inua e localment.e Lipsctút.ziana em 
relação à x, ent.ão a solução da equção ,( • :f{t.,x) <asse~:;ur-ada 
pelo t.eor-ema ant.er-ior) é única. 
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Teorema tt. 
Seja r A c (Rn+1 ___ -+ IRn 
• 
com A abert.o. As 
. 
soluções de x • f'<t.,x) t.endem para o bordo do conjunt.o A, ist.o 
é, se x<t.> é solução com int.ervalo maximal <a.,(3), ent.ão 
x<t.)---. 8A, quando t.--to 01. e t.--to (3. 
TeoreJDa. 12. 
Seja x • f'<t.,x). Se A • [Rn+.t e dada uma solução x<t.> 
t.al que I x<t.> I :S K, ent.ão x{t.) est.á definida para t.odo t. > O. 
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CAPITULO li 
MODELOS EPIDt:MICOS E PERIODICIDADE. 
Nêst.e Capit.ulo, est.udaremos modelos 
mat.emát.icos de epidemias~ destacando-se a análise qualit.at.iva 
dos sist.emas de equações difer-enciais: que os descrevem. Por-
outro lado, pr-ocur-aremos observar as event.uais mudanças, 
quant.o ao compol"t.ament.o assfnt.ót.tco, provocado em alr;uns: 
s:ist.emas pela inclusão da dinâmica vital <UOl, U2D. 
Dado que, na prát.ica, comprova-se a existência de 
epidemias que t.êm ocorrências periódicas, apres:ent.aremos 
det.ernúnados modelos que, sob cert.as condiçêSes especificas, 
admit.em um comport.ament.o dot.adode periodicidade assim, por 
cert.o, capazes de bem represent..ar t.ais pr-ocessos epidêmicos 
((61, [201, [241>. 
2.1 Concei t.os Epidemiológicos e ClassiCicação de 
Modelos. 
Antes: de descr-evei"'mos com det.alhes al~uns modelos, 
vamos de:finir t.ermos 





Epidemtolor;la é o est.udo do comport.ament.o de 
doenças t.r-ansmi:sstveis em uma populaç!ilo de individuas. 
Epidemia é a ocorr-ência de uma doença excedendo a 
expect.at.i v a normal. 
Endemia é a ocol'r-éncia de uma doença poro um período 
considerável de t.empo. 
Susceptíveis são aqueles individuas não infectados 
que podem cont.rair a doença. 
Expostos são aqueles individuas infectados que ainda 
não são capazes de t.ransnrlt.ir- a doença. 
In1'"ecciosos são aqueles indivíduos infectados que 
at.ivament.e t.r-ansmit.em a doença. 
Removidos são aqueles indivíduos I'et.irados da 
sUB"cept.ivel-inf'eccioso por l'ecuper-ação com 
imunidade <t.empor-ária ou permanent.e), por- is:olament.o at.é a 
c\ll"a e a conquist.a da imunidade, ou por mor-t.e. 
Período La.t.ent.e é o int.ervalo de t.empo ent.:re o 
momento da irúecção e a exist.êncla mat.erial da inf'ecção no 
or,;anismo de um individuo suscept.tvel. 
Período Int"eccioso é o período que subse~ue 
imediat.ament..e ao periodo Ja.t.ent.e. 
Período de Incubação é o int.e!'valo de t.empo ent.x-e o 
moment.o da tní"ecçao e a a.p.ar-Jçgo de sint.omas. Soment.e após 
êst.e per lodo é que medidas t.ant.o curat.tvas como 
pl'event.i v as podem ser- a.dot.adas. 
O diar;rama abaixo, ilust.ra as épocas dist.int.as na 
int'ecçiio de um individuo A e a p:roopac;açilo da intecç:A:o p8I"a um 
individuo B «BJ>. 
Indiv(duo 8 







Per(odo de Incub~CQO 
Momento da. 





" Perfodo de lncuba.ca.o Ap~ri.céio do 
Momento do. 
Infeccã.o de A. 
• primeiro 
Sintoma.. 
A população na qual est.udaremos o processo 
epidêmico, de wna maneira ~;era!, est.á divida em classes 
disjuntas de St.IS'ceptiveis, expostos, tnfeceiosos e removidos, 
as quais variam com o t.empo; onde S(t.), E<t.>, I<t.) e R<t.) 
denotam as proporções (quantidades) dest.as classes n.a 
população t.ot.al, respect.ivament.e. 
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Se a recuperação da doença (que não seja let.al e sem 
isolament.o) não corú'e:r-e imunidade o modelo ~ denominado de 
SIS. Pois um individuo é movido da classe dos suscept.tvets 
para a classe dos tnf'ecciosos e, t.ão l0€0 est.eja r-ecuperado, 
ret.or-na à classe dos suscept.tveis. Os modelos SIS são 
apropriados para al~umas: doenças com agent.e bact.er-ial, t.ais 
como mcnigites e doenças venér-eas; e para doenças com 
agent.e p:r-ot.ozoár-io~ t.al como a malária. 
Se os individuas se recuperam com imunidade, ent.ão o 
modê-lo é dit.o SIR. Em €er-.&l, os modelos SIR são apr-opriados 
para doenças com agent.e vir-a!, t.ais como sarampo, caxumba e 
variola. 
Se os indivíduos não se recuperam, ent.ão o modelo é 
chamado SI. este não é apr-opriado para nenhuma doença por-
cont.a do seu e~cessivo irrealismo, 
secção. 
como ver-emos: na p:r6Mima 
Os modelos aqui t.r-at.ados: sat.isfazem às se€uint.es: 
hipóteses: 
Ht-A população consider-ada t.em um t.am.anho fixo N, o 
qual é suficient..ement.e grande tal que em cada classe as 
variáveis podem ser t.om.adas como cont.inu.as, em lu€ar- de 
var-iáveis dis:cret.as. Se o modelo inclui dtnâ:mlca vtt.al, ent.ão 
est.amos consider-ando que os nascimentos e mortes oco:r-rem com 
e t.odos os r-ecém-nascidos são considerados: 
susceptiveis. Individuas são r-etirados de cada classe po:r-
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morte com wna t.axa propocional ao t.amanho da classe e cuja 
const.ant.e de pr-opocionalidade é ó, a qual denominamos de t.axa 
de remoção diária <poderiamos t.er t.omado out.ra unidade de 
t.empo). O t.empo médio de vida é 1/6. 
H2-A população é untt'orme- e homoc;eneament.e 
dist.ribuida. A t.axa de contato diária X é o número médio de 
contatos por irú'eccioso por dia. Um contato de um irú'eccioso é 
uma int.er.ação a qual .l'esult.a na infecção de um individuo se 
ele for suscept.ivel. Assim, o númer-o médio de suscept.iveis 
inf'ect.ados por um inf'eccioso, por dia, é ÀS, O número médio de 
suscept.iveis infectados pela classe de infecciosos com tamanho 
NI, é ÀNIS, por dia. A t.axa de contato diária À é flxa e não 
var-ia de acordo com a época. O t.ipo de contato diret.o ou 
indiret.o depende especiflcament.e da doença. 
H3-Indiv1duos se recuperam e são t.ransferidos da 
classe dos inf'ecciosos para a classe dos removidos com uma 
taxa propocional ao número de inf"ecciosos e cuja const.ant.e de 
propocionalidade é r, denominada de t.axa diária de remoção por-
recuper-ação. O periodo lat.ent.e é nulo, lst.o é, os individuas 
inf'ect.ados t.ornam-se imediat.ament.e inf' ecciosos. o periodo 
médio de inf'"ecciosidade é t/y. 
Quando se diz que indivíduos são t.r-ansf'er-idos de uma 
classe A para uma classe B, a uma t.axa pr-opocional ao número 
de individuas da classe A, cuja const.ant.e de 
propocionalidade é e, equivale a afirmar que: a probabilidade 
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de que um individuo que es:t.eja em A no t.empo t. , 
o 
permaneça 
nest.a mesma classe no tempo Ct.+t. ) é expC-8t.). O t.empo médio 
o 
de permanência na classe A é 1/9. Est.a int.e:r-pret.ação nos 
permit.e rec:u.J..ar. a t..ransf"eréncia de 1nd1viduos de uma classe 
para out.ra, ut..ilizando-se out.ros t.ipos de probalidades 
(atendendo a cert.as condiçt:s:es especificas) det.erminando ~ 
muitas: vezes, que o s:ist.ema de equações diferenciais~ 
represent.at.ivo do modelo, admit-a soluç~es periódicas ([131, 
[141,[15],[20])_ 
A t.axa de remoção a partir da classe dos infecciosos 
por recuperação e mort.e é y+6, assim o periodo médio de 
inf"ecciosidade tendo em conta a rnort.e é 1/(y+6). Desse modo, o 
núnter-o médio de contatos (com suscept.tveis e out.r-os) de um 
infeccioso dur-ant.e o seu per-iodo inf"ecciosidade 
o-À./(y+ó>, o qual denominado de númer-o de contatos: 
infecciosos:. Como o número médio de suscept.iveis inf'ect.ados 
por um infeccioso durante o seu periodo de in:fecciosidade é 
oS, est.a quantidade é chamada de número de infecciosos 
sub.s:tituidos. 
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:Z.:Z MODELO SI. 
e o caso htpot.~t.ico de uma epidemia, na qual nenhum 
inf'eccioa:o se ~cupera. Dest.a forma, em uma população de 
t.amanho 1''ixo N, a t..axa de c:r-escime-nt.o dos: inf'ecc:iosos é a 
mesma responsável pelo decr-esciment.o dos suscept.lveis. 
Seja S<t.) a propol"ção em N dos suscept.tveis e I<t.) .a 
pr-oporção em N dos: infecciosos. 
Consider-emos o seGuinte problema de valor inicial: 
{ [NS<t.>l ,_ -ÃNIS [NI <t .. )]' • \.NIS (2.2.1) 
onde as condições iniciais NS e NI são dadas por-: 
o o 
NS(Q) • NS > O 
o 
NI <O> • NI > O e NS(t.) + Nl(t.) • N 
o 
com À pasit.ivo. 
O t.e:r-mo -XNIS dâ a t..axa de movimentação da classe 
dos suscept.tveis de tamanho NS<t.> para a cl.asse dos 
int'eccios:os de t.arru:tnho NI<t.). 
Quando dividimos cada i<;ualdade de <2.2.1) pelo 
t.amanho N da. população> t.emos ent..ão o sef;uint.e problema de 
valo:r- inicial normalizado: 
~ ÃIS ~ 
{ S(t.)' • -ÃIS (2.2.2) I<t.>' • ÃIS 
S<O> • s ' HO) • I e S<t.> + I<t.> • t o o 
No sist..ema (2.2.2) não explicit.ament.e o 
tamanho da população. 
Da. igualdade S<t .. > • 1 J<t.> concluimos que pal'a 
resolver o sist.ema (2.2.2>, bast.a resolver- a seg:uint.e equação: 
{ 
I'<~>• Ãl(t - I) 
I<O>• I 
o 
Integrando-se (2.2.3}, obt.emos: 
ce/'·t - t > + 1/I 
o 
Àl 
e S<t.>• 1 -
<i - S }[eXt_ 11 + t/<t-S > 
o o 
Observamos que I<t.> 
quando t. cresce. 
39 





Assim, t.emos um c;ráf"ico do t.ipo abaixo: 
----------
S(t.) 
No caso em que se t.em uma pequena proporção de 
irúecctosos no inicio do processo epidêmico (ist.o é-,1 
o 
« 0), 
vemos que a epidemia (sendo medida pela proporção 
irúecciosos) primeiro cresce exponencialment.e, e como poucos 
suscept.i v eis est.ão disponíveis, a t.axa crescimento 
decresce. No ent.ant.o, a epidemia não se ext.inr;ue at.é que t.odos 
individuas da população t.enham cont.raido a doença. Est.a é a 
caract.erist.ica que torna o modelo em apreciação bast.ant..e 
dist.ant.e da realidade, pois nem mesmo nas epidemias da Idade 
Média uma dada população .foi t.ot.alment.e irúect.ada < [10)). 
Por out.ro lado, mesmo t.endo sido possível obt.er 
expressões analíticas para l(t.) e S<t>, na prát.ica estas 
quantidades nem sempre são conhecidas em cada inst.ant.e, quando 
usamos modelos mais aperf'eiçados. O element.o usual pal".a essa 
inf'orm.ação é dado pela curva de epidemia, na qual se t.em o 
re"ist.ro da t.axa com que a doença se propaga na população. 
Para o present.e modelo, a curva de epidemia, \1/(t.), é 
a t..axa de mudança na propor-çilo dos infecciosos: 
W<t.> • I' Ct> • XIS (2.2.6) 
Subst.it.uindo-se os valores de J(t.) e S<t.) de <2.2.4) 
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e <2.2.!5) em <2.2.6>, t.emos: 
)..(1 I )J e.)..L 
W<t.> • o o (2.2.7> 




:E possível incluil" no modelo SI a dinàndca vit.al, 
ist.o é, apesar de mant.er N Cixo, há um fluxo na classe dos 
suscept.iveis, os recém-nascidos. Result.ados obt.idas: a partir 
dest.a modificação result.am, como um caso part.icular, do modelo 
a ser t.r.at.ado na secção se~uint.e. 
Vimos que um problema det.ect.ado no modelo ora 
analisado era o fat.o de que t.odos na população t.erminariam por 
se irúect.arem. Ist.o é uma decol'rência de que inf'ecciosos assim 
o permanecem indefinidament.e, enquant..o que os suscept.iveis se 
ext.in~uem. 
Al~wna epidemia pode t..er essa carct.er1st.ica num 
pequeno int.ervalo de t.empo, mas a hist.6ria t.em most.rado que 
sempre apa%'ece um ou out.ro mecanismo que modifica essa 
dinâmica (vacina., retração da população, et.c). Existem doenças 
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quais os truecctosos se r-ecuperam, com imunidade 
(per-manente ou t.emporâr-ia) ou sem tmwrldede,; t.ais 
possibilidades serão analisadas nos modelos se~uint.es. 
2.S MODELO SIS. 
O modelo aqui f'ormulado envolve, tnicialment.e, as 
quant.idades das classes na população t.ot.al. 
O problema de valor inicial para o modelo SIS com 
dinAmica vlt.al é o se~uint.e: 
l 
INS<t.>J'• -:>..NIS + rNI + óN- óNS 
INI (t.)J '• :>..NIS - yNI - óNI <2.2.8) 
NS<O>• NS > o • NI<O>• NI > o e NS<t.> + NI<t.> • N o o 
Paçamos uma análise do sist.erna <2.2.8>: 
O t.ermo -)...NIS dá a t..axa de movimento a par-t.ir da 
classe dos suscept.iveis, de tamanho NS<t.>, para a classe dos 
inf'ecciosos, de tamanho NI<t.). O t.er-mo -yNI dá a t.ax.a com que 
os infecciosos se recuper-am <sem imunidade) e retornam à 
cl.asse dos suscept.t v eis. O t.ermo óN corresponde aos 
recém-nascidos; enquanto que -6NS e -6NI correspondem às: 
mort.es classes dos suscept.i v eis e in:f"ecciosos, 
respect.i vament.e. 
Quando dividimos as ir;ualdades de (2.2.6) pelo 
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tamanho N da população, t..emos sec;uint.e sist.ema normalizado: 
1 6 
~+-------À~:~:.---------~ 
[ S<t.) '• -ÀIS + ri + 6 - 6S I<t.) '• ÀIS - ri - 61 (2.2.9) 
S(Q>• S 
o' 
1(0)• I , SCt.> + I<t.> • 1 
o 
Dado que é sempre possível obt.er S<t.> a part.ir da 
i~ualdade SCt.) + l{t.) • 1, em lu~ar do problema de valor 
inicial <2.2.9), bast.a considerar- a equação: 
{ 
Ht.>'• [À -(r 
I <O) • I 
o 









, k ;e- o 
1) + 1/1 
o 
1 









A solução I<t.) de <2.2.9) api"'xlm.a-se de 1 1/6, 
quando t.. cresce se o • V<r + 6> > 1 e aproxima-se de zero, 
quando t. m se a :S 1. 
Sempre que possivel reescreveremos os Teoremas nwna 
Unr;ua~em epidemiol6~ica1 com a denominação de Bio-Teoremas. 
BIO-TEOREMA 1 
Em uma doença, sem imunidade, com qualquer proporção 
inicial de tnf"ecciosos, a proporção de inf'ecciosos aproxima-se 
de um valor epidêmico const.ant..e se o número de contatos 
infecciosos excede um. Caso cont.:r-ái'io, a propoção de 
irú'ecciosos aproxima-se de zero. 
OBSERVACIIES: 
' 
1- No Teorema 1 o valor crtt.ico O' - Ã./(y+6) é o 
valor limite que nos dá irúol"'maçêSes sôbre o comport.ament.o 
assint.ót.ico da solução. Quando procedemos mudanças: nos 
parâm.et.ros é possivel t;:arant.ir a ext.inção da epidemia. 
2-0 número de infecciosos S'tlbstituidos é ic;ual a um, 
no pont.o de equilibrio r + 6 
" 
). 
3-Quando r • O, t.emos o modelo SI com dinâmica 
vi'tal. Desse modo, obt.emos um valor limiar et • 1/6 par-a o 
referido modelo com dinâmica vit.al. 
4-Quando f'azemos 6 • O, t.emo:s: o modelo SIS, sem 
dinâmica vit.al. 
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6-Há uma cert.a semelhança do modelo SJS com ou sem 
dinâmica vit.al. Em out.ras palavras, o valor limiar é dado pelo 
nÍinlero de contatos infecciosos em ambos os casos. 
2.4 Modelo SIR... 
Embora o cornporot.arnent.o assint.ót.ico das soluções no 
modelo SIS, com ou sem dinâmica vit.al, t.enha uma cert.a 
semelhança, ist.o não acontece com o modelo SIR., con1'orome 
demonstrar-emos a seguiro. 
Vamos começar- considerando o problema de valoro 
incial pa..r-a o modelo SIR sem dinâmica vit.al, envolvendo .as 
proporoções das classes na população t.ot.al. 
Assim, t.emos: 
0--'X.::I:.:s=--__. 0---'y'-'I"----+~ 
S<t.> '• -XIS 
I (t,) '• XIS - yi 
<2.4.12> 
R<t.> '• yi 
s > o, I > o, R • o. S<~> + I<~> + R<~> 
- 1 o o o 
onde t.odos os par-âmet.ros são posi t.i vos. 
:.. r,'---
pr,-,• :CJTE•_.~ r, 
-- ~---' 
Uma vêz que R<~> sempre pode ser encon~rado 
usando-se a i,;ualdade R<t.> • 1 S<t.) I<t.>, é suf'icient..e 
considerar soment..e o problema de valor inicial no plano <S,I>. 





I <t.>'• XIS - yl 
S >O, I > O e S<t.> + J(t.) + R<t.> • 1 • S +i 




ÀIS - ri r 
-=7-;,.--'-.:_- • -1 + --!;,-,5.-- • -1 + -ÀIS h 
1 
dS aS 
onde u • X/y é o número de contatos infecciosos. 
Int.e€rando-se, t.emos: 
J<S)• -S + (1/o)ln<S> + K 
Em t. • O, S<O>• S , I<O> • I e S + I • t. 
o o o o 
Fazendo-se t. • O em <2.2.14), obt.emos: 
I • -S + (1/q)ln<S > + K ~ K • 1 - (1/q)!n(S ) 
o o o o 
Loe;o, 
(2 ?..15) 
Como di • -1 + 1 
-:aS:F-, onde u • "A./y, t.e!nos: dS 
di 
---as- < O, se aS > 1. Port.ant.o, I<S> é 1JJT18 função 
dêcreseent.e de S, quando O'S > 1. 
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~) 
dS 0 1 se oS < 1. Pm-t.ant.o,. I<S> é uma fUnção 
cr-escen'Le de S, quando O'S < 1. 
Ademais, quando cS • 1, I • 1 - (1/0') - (1/a)ln(oS ) 
o 
é o valo!' máximo de I. 
Por out.r-o lado, quando t. cr-esce, S<t.> decresce. 
Da equação (2.2.15), t.emos:: 
I--+ - oo , quando S 
Como I 
0 




t.al que I <S 
00
)=0 
ou seja, 1 - (1/q) + (1/o>ln<S /S ). 
00 o 
Podemos, assim, t.er a se~uint.e conf'ir;lll"a.ção para 
I<S>. I • lS,l) 1 
-~~---·lS0 ,:Iol 
s 
O número 1/o é chamado limiar da epidemia. 
Temos, por-t.ant.o, o ser;uint.e result.ado: 
TeoreJDa 2. 
Seja (S(t.),J<t.)) uma soluçgo do sist.ema (2.2.12). Se 
oS ~ 1, ent.§o I<t.> decresce p.at"'a zero, quando t.. 
o 
Se 
cS ) t, ent.So I<t.) primeirament.e cr-esce, at.é at.in~ir- o 
o 
valor 
máximo tr;ua..l à 1 - <t/a) (1/o)ln{oS >, e em s:er;uida deCl'esce 
o 
p8r'a zer-o. A proporção de suscept.iveis S<t.> é uma t'W'IÇãO 
decr-escent.e e o valor- limit..e S é a única raiz no tnt.el"Valo 
"' 
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<0,1/0') da equação 1 - S + <VO')ln(S/S 
0
> • O. 
Dto-Teorema 2. 
Em uma doença, sem dinâmica vi t.al, na qual a 
recuperação conf'er-e imunidade, se o número inicial de 
infecciosos substítuidos é maior que um, então a proporção de 
inf'ecciosos cresce, at.inge um valor máximo, e depois decresce 
para zero; caso cont..rArio, s:implesment..e decresce t..endendo 
zero. A inf"ecção cessa porque o número de infecciosos 
substituidos t..orna-se menor que um, quando S<t..> se t..orna 
pequeno; ent.ret..ant.o, a proporção flnal de suscept..iveis é não 
nula. 
import.ant.e erúat.izar que se o número de 
infecciosos substituídos: é menor que um. seja qual f"or a 
proporção de irúecciosos, a t.endência é que a doença diminua 
sua int.ensidade e at.inja a ext.inção. 
Medidas profllá.t.icas objet.ivam mant.er o número 
inicial de infecciosos substituidos menor que um, ou seja, 
oS
0 
< 1. Ora, é desejável que 1/o • y/Ã.. seja o maior possível. 
Mant.endo-se y :flxo é suf'icient.e diminuirmos >.... Como >... é a t.axa 
de contato, podemos dimuniur o valor de À at.ravés de proc;:r.amas 
de vacinaçtses e medidas sanit.árias. 
Como observamos ant..eriorment.e, t.emos tnt.eresse em 
conhecer a curva de epidemia, que nest.e modelo é dada por 





- • y<t- R- S> dt. 
Pol" out.r-o lado, dS ~ • -oS. Port.ant.o, S<R> • -oR Se 
o 
Assim, dR • r<t - R -
-;n;- se-~ o (2.2.16) 
Embora, seja possivel resolver a equação acima, 
obt.ém-se R como uma :f'un.ção explicit.a de t., mas numa f'orma 
demasiadament.e complicada. Dai, em lug-ar de resolver-
exat.ament.e a equação dada acima, resolveremos wna equação 
aproximada. Toda diflculdade reside no t.ermo -o-R e 
Tomemos no desenvolviment.o da série de Taylor- de 
-o-R 
e at.é o t.ermo quadrá.t.ico, 1st. o é: 
-oR 1 
e "' 
oR + ~ <t/2XcR1 ' cujo er:ro me no>' ou 
A conveniência do t.rnncament.o at.é o t.el"mo quadr-át.ico 
decorre das seguint.es consider~es: 
-se t.omamos. at.é o t..e't'mo linear em R, ent.ã.o obt.emos R. 
como uma f'unção cr-escent.e de t., o que nat.urabnent.e contraria 
as hipót.eses do mode-lo; 
-se o termo óe t.erceira ordem est.á incluso nos 
t.er-mos event.ualment.e t.oma.dos, t.e:riamos:: uma cer-t.a compllcacção 
no processo de int.e~ração. 
Por- out.r-o aldo, quando se. t.rat.a de- uma epidenúa que 
não seja de c:randes propoções, podemos supor que cR: é pequeno 
e, port.ant.o, bem menor será o erro comet.ido com o t.:runcament.o 
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([9J,UOJ>. 
Dessa maneira, podemos t.omar-: 
Subst.it.uindo-s:e esse valor de S<R> 
<2.2.16),t.emos: 
dR 
• yU - R - S <1 - oR +<1/'2)(aR)2 )l <2.2.17) 
o dt. 
A solução de <2.2.17) é da fol'"ma: 
R<t.> • --::-'1'--
cis 





[(aS - 1)2 - 2S <t - S >o~:l/2 
o o o 
4> = tgh -'r {oS - 1)/"' l 
o 






lsec:h[(1/2X.rt. - <P li' 
<2.2.18) 
(2.2.19) 




Est.a cur-va corrobora a realidade quando t.raduz que o 
número de ocorr-ências ident.if'icadas no processo epidêmico 
aument.a à medida que o t.empo passa~ at.é at.inr;ir- seu valor-
máximo e depois decr-esce at.é a ext.inção. 
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O Teorma de Kermac e Mckendrick aflrma que a 
f'~o ICS) é simétrica em rel.açíiio à r-et.a S • t/o, pa1"'a 
valores próximos de t/0' ([9J,[10D. Ou ainda, supondo que 
S é maior que t/0', mas não muit.o maior, ist.o é, S • t/0' 4- k, 
o o 
onde k. « t/o ; se uma epidemia ocorrer pela pr-esenç.a de um 
pequeno número de inf'ecciosos, ent..ião no f'inal a proporção de 
sucept.iveis é- S • t/a - k. 
00 
Aqui, est..amos supondo que 





~ t, pois I 
o 
muit.o 
Quando só há remoção após cont..r.air a doença {ist.o é, 
R •0), podemos dizer- que a int.ensidade de uma epidemia é 
o 
Rol pois no final do processo epidêmico 100• O. 
De {2.2.16), resulta: 
-oS 




- aR + 
00 
t - R - S [1 - aR + {1/2)[aR 1 2 ] "'O 
o oo ro 










• -->..- e S ~ 1, t.emos que 
o 
~ :t 1. 
.. R :t 21< 
00 
Como S = S - R , t.emos S • _!____.. k - 2k , ou 
00 o ~ f & 
1 
s, • -"- - k. 
O ~ráf'ico abaixo é ilust.:r-at.i v o: 
Infecciosos 
I 









Consideremos, agora, o p:r-oblema de valor inicial 
par-a o modelo SIR com dinâmica vit.al: 
>..IS 
S' <t.>• -XIS + 6 - 6S 
I' <t .. )• XIS - ri - ól 
R<~> • 1 - S<~> - I<~> 
S > o, I > O e R ~ O. 
o o o 
ri 
(2.4.20) 
O compor-t.ament.o assint.6t.ico de (2.4.20.:.. no t.riân~ulo 
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D • i <5,1> I 5 ;, O, I ;, O e 5 + I ,; 1 ~ 
do Teorema <2:.5.1> da secção se~uint.e. 
é um caso parot.icu.la.r-
Temos, port.ant.o, o se~uint.e result.ado: 
Teorema <2.4.1> 
Seja <S<t.>,I<t.)) uma solução de <2.4.20>. Se a > 1, 
ent.ão D - { <S ,D O S S ~ 1 } é urna resião assint.ot.icament.e 
est.ável pal'a o pont.o e equilíbr-io (1/0',6(0' 11/X), onde 
O' • )1./(y + 6>. Se O' ;!; 1, ent.ão D é uma reg:ião assint.ot.icament.e 
est.ável par-a o pont.o de equilíbrio (1,0). 
Dia-Teorema <2.4.1) 
Em uma doença com dinâmica vit..al, 
recuperação confere imnnidade, se o nómero de contatos 
infecciosos: excede um, ent.ão as proporções de s:uscept.iveis: e 
itú'ecciosos apr-oximam-se nna.lment.e de valores endênrlcos 
cons:t.ant..es positivos, exceto no caso t.rivial onde não extst..em 







de ~er-o, ass:im como $ 
mo:r-t.e de indi v1duos: 
:removidos>.Assim t.oda população é consequent.ement.e suscept.ivel 
(devido ao cont.inuo nasciment.o de novos suscept.iveis). 
Desse modo, em que comp:r-ovamos a obser-vação feit.a, 
inicialment.e, de que o compor-t.ament.o assint.ót.lco das soluções 
do modelo SIR é dif'e:r-ent..e caso seja. ou não incluida a dinâmica 
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vit.al. 
O modelo SIR sem dinãmiea vi t.al pode ser apropriado 
para descrever a propar;ação de doenças em pequenos intervalos 
de t.empo, enquant.o que o modelo SIR com dinâmica vit.al é 
adequado para descrição da propa~ação de doenças por um lonc;o 
período de t.empo. Doenças com a:;ent.e viral, t.ais como sarampo, 
variol.a, caxumba, c;ripe e cat.apora podem uma lon~a 
p:ropagaçã'o ocasional em certas comunidades e ainda se:rem 
endêmicast em baixo nivel, em ~r-andes ~rupos de populações. 
Uma eonsequência imediat.a dos Teoremas <2.3.1> e 
(2.4.1> é que o número de contatos infecciosos é um crit.ério 
limiar para det.ernúnar se uma doença com din.â.mica vi t.al 
permanece endêmica, t.al crit.ério é o mesmo para doenças com ou 
sem dinâmica vit.al. Ent.ret.ant.o, a proporção de inf"ecciosos 
aproximada assint.ot.icament.e, para um tempo bast.ant.e lon~o, é 
superior para doenças sem imunidades do que para. ' doenças com 
imunidades:. 
2.5 Modelo SIRS. 
Nest.e modelo, com dinâmica vit.al, a recuperação 
corúere apenas imunidade t.emporária. Est.e modelo pode se:r-
ap~priado para descr-ever doenças t.ais como varlola, t.6t.ano, 
c:rtpe, cólera e febre tl:Cóide. 
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Um !'esult.ado impo!'t.ant.e, aqui obt.ido, é que .. 
imunidade t.empol'"ár-ia, ao cont.l'ârio da imunidade pel"manent.e, 
não muda o cr-it.ério limiar, havendo, cont.udo1 wna alt.er-ação no 
nivel dos infecciosos. 
Suponhamos que a t.axa com a qual os indi viduos 
perdem suas imunidades e ret.ornam à classe dos suscept.!vets 
seja propocional ao número de inf"ecciosos removidos, com uma 
const.ant.e de propocionalidade i~ual a a, denominada taxa 
diária de perda de imunidade. O periodo médio de imunidade é 
1/a:. Quando a imunidade é permanent.e a • O. 
Temos, assim, o seguint.e problema de valor inicial: 
ri 
s, <t.>• -us + 6 - cSS + otR 
-
-1\.IS + (6 + a) - <6 + a>S - ai 
I'<t.)• 1\.IS - ri - 6I <2.5.1) 
RCt.> = 1 - S<t.> I<t.) 
s > o, I > o e R > o. o o o 
onde À, <X+ó) e <ó+a> são posit.ivos. 
A suposição de que (y+6) > O sit"nif'ica que há um 
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fluxo para f'ora da dos int'ecciosos, enquant.o que 
(ó+a) > O sic;ntnca que ex:t.st.e um :fluxo para dent.ro da classe 
dos suscept.t v eis. 
Sejam c • X/<y + 6) e 
D • { <S,I> I S <: O, I <: O e S + I ,; 1 ~ 
Teorema (2.5.1) 
Seja (S(t.),l<t.)) uma solução de <2.5.1)_ Se O' > 1, 
ent.ão D - ~ (S,O> 1 O .:5: S .:5: t ~ é uma r-e!l;iã"o assint.ot.icament.e 
est.ável par-a o pont.o de equillbrio [va , (6 + oc)(c- 1)) Ã+OCO' -
Se O' ~ 1, ent.ão D é uma re€Hio .assint.ot.1cament.e est.ável para o 
pont.o de equilíbrio <1,0)_ 
Di o-Teorema <2.5.1 > 
Em uma doença, na qual a recuperação confer-e 
imunidade t.emporária, se o número de contatos infecciosos 
excede um, ent.ão as propor-ções de suscept.tveis e infecciosos 
aproximam-se de valor-es endêmicos cona:t..ant.es, para um t.empo 
lon€Oi caso cont.r-ái"Jo, a proporção de susceptíveis cr-esce e 
propor-çgo de infecciosos decresce para :2er-o, consequent.ement.e 
t.oda população é suscept.tvel. 
Demonstração do Teorema <2.5.1) 
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Most..r-emos que nenhuma solução de (2.!5.1> deixa o 
I • O é uma solução1 para S • O. 
S • O -+ S'<t.> • 6 + Ot(1 I) ) O. Ist.o signif'ica que 
nenhuma solução cr-uza a f'r-ont.etr-a S • O, pois assim .a 
proporção de sucept.iveis est.ar-ta crescendo, o que {, um 
absurdo. 
I + S • 1 9 R • O. Subst.it.uindo-se esse valor em 
(2.5.0, t.emos: S' + I' 
-
-;vi < o. Por- out.ro l.a.do, 
der-ivando-se S + I • 1, t.em-se S' + I' • O. Assim, chegamos a 
wn absurdo, port.ant.o, nenhuma solução cruza a reta S + I • 1. 
Os pont.os de equillbr-ios: do sistemas (2.5.0 são~ 
A • <1,0) e C • (t/a, (6 + ot)(a - 1 >J 1 + CtO' 
Analisemos inicialment.e a est.abilidade do pont.o A: 
Transladando-se o pont.o A para a orisem, t.emos: 
f'<t..>• -X.HS + 1) + (ó + o.) - (ó + ot)(S + 1) - cd 
l1 '<t.>• >...I<S + n - ri - 61 
cujo sist.ema line~izado cor-~esp~ndent.e é: 
{ S'(t.)• -<6+et)S - ()..+cx)I I, <t.>• o.-y-6)I 
As :raizes ca:ract.erist.icas do sist.ema linearizado 
são: -(6 + a) e <r + ó><a - 1). 
Se a < 1, ambas as r-aizes são ne~ativas, ent.ão A é 
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as:sint.ot..icament.e est.ávelCpont..o nodal). 
Se o > 1, as .raizes são de sinais diCer-ent.es, ent.ão 
A é- inst.âvel (pont.o de sela). 
Façamos, agora, uma análise s6b.re a est.abilidade do 
pont.o C: 
Se a > t, ent.ão o pont.o de equttibl"io C est.â no 
int.er-ior de D. 
Transladando-se o pont.o C pa.ra a o.rig:em, as raizes 
C8T'act.er-1st.icas do sistema linear associado são ne~at.ive:s. 
Lot;o o ponto C é- assint..ot..icament..e est.âvel (pont.o nodal). 
Pelo Teorema <1.5.3), fazendo-se B • 1/1, podemos 
g:arant.ir- que não exist.e ciclos limit.es em D. O eixo dos S é 
uma linha at.r-atora par.a a ponto de sela <1,0); enquant.o a 
dir-eção r-epulsora t.em inclinação 1 y/0 .. + ó), a qual está no 
interior do t.riân€ulo D. Por-t.ant.o, D menos o eixo dos S é urna 
região assint.ot.icament.e est.ável para o pont.o c, quando a > 1. 
Se c < 1, o pont.o A • <1,0) é- o ímico ponto de 
equillbr-io no t.riâna:ulo D. Lo~o t.oda t.rajet.ória em D deve 
aproximar-se de <1,0). 
Se o • 1, ent.ão uma das .raizes caract.erist.icas é 
nula e a out.ra é- nebat.iva, lobo o método de an.àlise t'eit.o 
at.ravés dt? sistema linear- associado não pode ser empr-eg:ado. 
Cont.udo, q • 1 implica que À - r + & e' por-t.ant.o' 
I' (t.)• :>..I<S - 1) ~ O em D, com a igualdade válida soment.e se 
I • O. Assim t.odas as t.rajet.órias aproximam-se de I • o, desde 
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que I • O é uma solução pal"a S • 1, J'esult.a que t.odas aa 
t.rajet.órias aproximam-se de <t,O>. Pol' conser;uint.e, D é uma 
resião assint.ot.icament.e est.ável para o pont.o de equilíbrio 
<t,O>, se o ::5: 1. 






Proporção de S~&çeptivei.& 












Proporçgo de Suaceptivies 
c • 0.6, À • O.t, y • 0.2~ 6 • 0.0001 e o • 0.02 
Observação: O Teorema <2.4.1), est.á demonst.rado,bast.ando fazer a•O. 
2.6 Modelo SIS Com Vtt.imas Fat..ais. 
Tomemos um modelo SJS, com dinâmica vit.al, onde 
NR(t.) seja o número de individuas que est.ão mort.os, no t.empo 
t., devido â. doença. 
Esse modelo pode ser apropriado para descrever 
doenças t.ais como t.urbec:ulose e siCUis. 
Uma. doença cuja I"'ecupel"açilo não confere imwúdade, 
em ~eral, permanece endêmica. Ent.ret.ant.o, most.raremos que se 
exisLe uma relação doença/:fat.alidade, consequent.ement.e a 
doença chec;a à ext.inção, deixando uma proporção posit.iva de 
suscept.iveis. 
Suponhamos que a t.axa de remoção de inf"ecciosos por 
mo:r-t.e devido à doença é propocional ao número de int'eccios:os:, 
cuja const..ant..e de propocionallda.de seja ir;ual a T), a qual é 
denominada. de t.axa relat.iva. de mort.andade. 





S'{t.)• -AIS + ri +ó<S +I) - 6S • -AI<S - 1/a) 
I'<t.)• AIS- ri- 61 -nl {2.6.1) 
R(t.) 
-
1 - S(t.) - J(t.) 
s ) o, I ) o e R 
-
o. 






X/(y+ó), JÕ; - 1}/(y+ó) 
D 
-
{ <S,J) I s ~ o, I " o e S + I ,;; 1 f. 
Teorema (2.6.1) 
Seja <S<t.>,I<t.)) uma solução de (2.6.1). 
Se 1 < 6S < 1 + e , ent.ão J(t,) decresce para zero, 
o 
quando t.--+ (I) • Se óS 
0 
> 1 + ~, ent.ão I<t.> p:rimeir.ament.e 
cresce at.é at.in~ir o valor máximo igual a 
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e, em s:ecuida, 
decresce para zero, quando t.·----+ (I) A proporção de 
suscept.iveis decresce e o valor llmit.e Sco é a única raiz, no 
int.ervalo <1/o , <1 + &)/o), de 
1-S+-"-Jn 
()' 
oS - 1 
oS - 1 -o. (2.6.2) 
o 
Se O ;S oS :S 1, ent.ão I<t.) decresce para zero, 
o 
quando t.----i>m e 5
00 
é a única raiz de <2.6.2> no int.erv.<O,t/a). 
Bio-Teorema 2.6.1. 
Uma doença, sem imunidade, causando mor-t..e para 
al~uns infecciosos::, sempre chegará à ext.inção e a proporção 
:final de suscept.iveis é posit.iva. 
Demon:s:t.ração do Teorema (2.6.1 > 
Todo pont.o de eixo dos S é um pont.o de equilibrio do 
sist..ema <2. 6 . 1 ). 
Vamos separar a demonst.ração em duas part.es: 
a- Se oS 
0 
> t~ então a translação U • S - 1/o 
t.rans:forma (2.6.1> no seguint.e sist.ema <semelhant.e ao sist.ema 
(2.4.1)). 
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I'<~>• ~lU- nl (2.6. 3) 
R'< t.>• ni 
com U = S - 1/o > O , I > O , R • O 
o o o o " 
UC~) + ICL) + RCL) • 1 - 1/o 




-1 + ----pU OTtde p • Ã./'Y) • 
Donde, I • -u + <1/p>ln<U> + K . 
Como R = O, t.emos I • -U + < 1/p)ln<U > 
o o o o 
Port..anLo, K • I + U - <1/p)Jn<U ) 
o o o 
_!__ - U + {1/a)ln(U/U ) 
O" o 
(2.6.4) Lo~o. I • 1 -
Pelo Teorema (2.4.1), Lemos:: 
1- Se pU 
0
'5:. 1, ent..ão I<t.> decresce para zero, quando 
t.----+ ~ . Por out.ro lado, 
À À pU ,:5; 1 .. ~s - <1/a>> .. -~c-<oS - 1> ,:5; 1 
o no nao 
Como ó • Ã/(y + 6) e & • 7)/(y + 6>, t.emos: 
~oS - 1) ,:5; 1 .. o < oS ~ 1 + & • 
& o o 
Ou seja, I<t.> decresce par-a zero., quando t.--+ m , 
se O < oS < 1 + &. 
o 
2- Se oS > 1, ent.ão I<t.> cresce aLê at.ingir um 
o 
valor máximo ísual a 1 - <1/a) - <1/p) + {1/p>lnU/pU l, em 
o 
se~uida decresce para zero, qundo t.----.. m . 
Ora, como u • Ã/(y +6> , & • 7)/Cy + 6> , p • Vn e 
U • S - t/a , t.emos: 
o o 
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i> pU • ~O'S- 1) .. 1 & 
--o & o pU O O'S 1 o 
11> - 1 'I) & 
-- --p À <I 
UI> pU > 1 .. O'S > 1 + & • 
o o 
Ou seja: 
Se O'S > 1 + & o ' ent.ão I<t.> cresce at.é um valor 
máximo t~:ual 1 + c (.e/a)ln [ oS e_ ] " 1 - + e, em se~uida1 <I 1 
decresce 
equação 
para zero, quando t. a>. 
3- U é a única raiz, no int.ervalo (0,1/p), da 
00 










1/p .. s - 1/0' - 1/p .. s • f/a 
Ou seja, U e (0,1/p) é o mesmo que 
+ t/p .. s - 1+.: 
<I 
S e <1/0", 1+c }. 
<I 
Escrevamos, ag-ora, u /U em função de s e s 
a> o ., o 
O'S 1 
u s (f/0') -
a> 
-
-00 00 <I 
aS 1 
u s (1/0') - 00 
-
-o o O' 




- 1 oS o o 
Desse modo, podemos asse~ur-ar- que s é 
a> " 
única 
solução, no in~ervalo (1/0',(1 + e)/0'), da equação 
1 - S + (e/o-)Jn [ ~ ~ ! ] • O. 
h- Suponhamos, agor-a,. que oS :S 1. 
o 
Como S é decr-escente, result.a que 
No sistema <2.6.1), t.emos que: 
I'• ÃIS - ri - 61 -r,I .. 
I, 
---:c:-'i:-r•• o-IS - I - ci , ou r+ 6 
ainda, I' -::;~--;;:-- - I< oS - 1 -"). r + 6 
Como oS-t:SO,s>O e y+ô>O, t.emos que 
I' ~ O e,. port.anto, I decr-escente, a menos que I • O ; lo~o 
I • O. 
00 
Por out.r-o lado, 
S'<t.>• -ÃI<S - 1/o), ou ainda, S'<t.> • -ÃI (oS ~ t l 
Dado que oS - 1 ~ O, ent.ão S é crescent.e e limit.ada 
por 1/o , uma vez que S • 1/0' é uma solução. Por conseguint.e 
S exist.e e é solução da equação (2.6.2). 
00 













2.7 Modelo SIR Colft Transnd.s:sor Ass:tnt.omát.tco. 
Nêst.e modelo, com dinâmica vit.al, vamos supor que 
exist.e um número :fixo TA de t-ransmissores sem nenhum sint.oma 
clinico da doença. possível que se t.enha indivíduos 
inf'ecciosos com essa caract.erist.ica clinica em doenças t.ais 
como hepatite, palio, dtCt.erta, Cebre t.t:Cóide e colera. 
Assim, t.emos o se~;uint.e problema de valor inicial: 
s Ã(l+TA)S 
bS 
I + TA ri 
·0 ··~ 
{ 
S'<t.>• -HI + TA)S + 6 -;6S S 
I' <t.>• X <I + TA>S - yi - ól 





Sejam c • Ã/(y + 6) e o t.riàn::ulo 
D • { <S,D 1 S :::!: O, I :::!: O e S + I ::: 1 ~· 
Det.erminemos os pont.os crit.icos: de (2.7.1): 
+ TA>S + 6 -6S • O 
{
-li.( I 
li.( I + TA>S - yl - 61 • O 
> o 
A í:anica solução não ne~at.iva da equação acima é: 
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2"A./a 
Dai, o valor correspondent-e a S é: 
.. .. s • 1 - (Ã/60')1 . 
Teorema <2.7.1> 
Considerando-se o sist.ema (2.7.1>. o t.riânt;ulo D é 
urna região assint.ot.ic.ament.e est.ável par-a o pont.o de equilibrio 
• • <S ,I ). 
Bio-Teorema (2.7.1> 
Uma doença com t.l"ansmissores: ass:int.om.át.icos, com 
dinâmica vit.al, na qual a recuperação confer-e imunidade, 
sempre permanece endêmica. 
Demonst.ração do Teorema <2.7.1>. 
Fazendo-se uma t.ranslação do pont.o de equilibrio 
pa.r.a a orír;em, as raizes car.act.erist.icas do sis:t.em.a 
linear associado são reais e nettat.ivas, por cons:ec:uint.e o 
referido pont.o é assint.ot.icament.e est.ável. 
Nenhuma solução deixa o t.riâng:ulo D. Quando fazemos: 
B • 1/SI no Teorema <1.5.3>, concluímos que não exist.em ciclos 
•• limit.és em D. Port.ant.o, t.od.a sol~o se aproxima dê <S ,I )_ 













bem di.ferent.es. Como exemplo, 
podemos ci t.ar que nas pré-escolas e escolas as t.axas de 
cont.at.os, cert.ament.e, são bem maiores que entre adultos e 
idosos. 
Quando um modelo leva em cont.a a existência de 
subpopu.l.ações: com car-act.er1st.icas: dif'erent.es, parece t.er um 
ganho sigrúficat.ivo no sent.ido de ser mais realista. Por 
out.ro lado, t.em-se uma certa complicação sob o ponto de vist.a 
mat.emát.ico1 dado que .as: 1nt.erelaç5es nas classes são em maior 
níunero do que quando se t.em uma única população. 
A seguir, apresentamos um modelo do t.ipo SIS, com 
dinâmica vit.al, com duas subpopulaçéSes <veja demonstração em 
[12])_ 
A gonorr-ea é uma doença que pode se:ro modelada via 
esse esquema ([12]). 





S' <t.>• -11. I S 
:l :1.1 1 1 
X NIS/N 
:r. 2 2 2 :r. :l 
6 I 
z z 
X I S 
:r. :l :1 1 
X I S 
22 2 2 
XNIS/N 
2:1. :r. f. 2 2 
À NIS/N +ó -õS+yi 
:l2 2 2 :l 1 f. 1 I 1. 1 
I' (t.)• À I S + À N I S /N - y 1 - 6 I 







S'<t.>• -X. I S 
2 22 2 2 
À NIS/N +6 -óS+yl 
21122 2 2 22 22 
I '<t.>• À I S + :>... N I S / N 
2 2222 2:1.:1.22 2 
6 I - v I 
2 2 I 2 2 
S <O> > O , I CO> > O , S <O> > O , I <O> > O 















cont.at.os infecciosos de um in:t'eccioso na subpopulaçião j com 
+ o pe-r-iodo 
médio de in:t'ecciosidade, levando em cont.a a mort.e, pa.ra um 
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individuo inf'eccioso da subpopw.açg:o j, 
número médio de indi viduos <suscept.i v eis 
cont.atados por- inf"eccioso da subpopulação 
periodo de inf'ecciosidade. 
Sejam a • A 
.. r - 6 . •' 
é o 
e inf'ecciosos) 
j, durante seu 
d • :>... - r - 6 e o ret.â~ulo D limitado pelos eixos I e 12 e 22 2 2 t. 
ret.as I • 1 e I • 1. 
• • 
Teorema <2.8.1) 
Para o sist.ema <2.8.1), se ad-bc ~ O, então D é uma 
região assint.ot.icament.e estável para o ponto de equillbrio 
<O,O>; caso cont.rário, exist.e um único pont.o de equillbrio no 
int-erior de O, para o qual D ~ <O,O>} é uma re:;ião 
assintotic.ament.e est.ável. 
Dia-Teorema <2.8.1) 
Pa>'a uma doença. com dinâmica vit.al, em duas 
subpopulaçôes que tnt.er-a~em, se os números de contatos 
infecciosos (O' ,c ) 
H 22 
são menor-es que um, então 
entr-e as duas subpopulações pode implicar em 
a int.eraçg'o 
que a doença 
per-maneça endêmica nas duas: popu.laç25es. Se um dos números de 
contatos infecciosos é menol"' que um e o out.l"o é maio!"' que um, 
ent.ão a interação as duas populaçtíes inevi t.alvelment.e causar-á 
endê-mia em ambas as subpopulaçí'5es:. 
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2.9 Pertodtctdade. 
Al~umas doenças t.ransmisstveis, t.ais como sarampo. 
caxumba e cat.apora, podem t.er uma incidência periódica no 
t.empo. Por exemplo, const.at.ou-se que na cidade de New York, 
durant.e os anos 1929-1970, exlst.iu anualmente a propa~ação de 
caxumba e cat.apora e bienalment.e a propa€ação de sarampo. 
Esses dados f'oram cuidadosa.ment.e analis&dos por 
London e Yorke ([6]). eles atribuem a periodicidade do número 
de casos regis:t.rados à periodicidade nas taxas de cont.at...os. 
Muit.as t.axas de cont.at.os variam bast.ant.e durant.e o ano devido 
a fat.ores periódicos, t.ais como variações met.ereológicas e, 
t.ambém, o fat.o de que crianças est.ão na escola soment.e durant.e 
det.erminados meses do ano. 
Não há dúvida que mui t.as doenças t.êm t.axas de 
cont.at...os periódicas, como por- exemplo, o res:f"riado conttun e 
algumas doenças ·sexualment.e t.ransmissiveis. 
Ent.ret.ant.o, out.ras razões podem implicar em que 
certas doenças t.enham ocorrências periódicas, além da simples 
periodicidade das t.axas de cont.at.os. No Captt.ulo III, veremos 
o exemplo de um modelo cuja t.axa. de incidência é não linear e 
é possivel, sob ce:rt.as condições, exis:t.i:r soluções per-iódicas 
para o sist.ema que ~overna o :re:fe:rido modelo. Het.hcot..e et.. ali 
([14]), :re~ist.ram que cert.os modelos, com t.axas de incidências 
lineares, admi.t.em soluções periódicas, quando se at.ribui 
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det.erminados valores pal't.iculaJ.es aos pal"âmet.:ros. 
Nest.a secção, est.abelecemos cert.as condições para 
que se t.enha per-iodicidade em al,;uns modelos. 
2.9.1. Modelo SIS. 
Vimos: na seccão 2.3 que o modelo SISt com ou sem 
dinâmica vital, não admite periodicidade, uma vez que a doença 
ou se ext.int;ue ou se mantém em um ceJ."t.o n1vel endêmico. 'Est.e 
r-esultado :foi obtido na hipót.es:e de que o r-e:fer-ido modelo 
.a.dmit.e wna t.axa de cont.at.o const.ant.e. 
Quando acrescemos ao modelo SIS, sem dinâmica vit.al, 
a hipót.ese de que um individuo infeccioso permanece na classe 
dos in::fecciosos por- um per iodo de t.ernpo const.ant.e 
mantendo-se ainda a taxa de cont.at.o it;ual a uma const.aot..e, 
podemos most.ra que não eKist:.e solução periódica para o sistema 
associado ao re:ferido modelo. Na verdade, nesse modelo, 
qualquer retardamento incluso na classe dos in:fecciosos em 
nada modificará a situação da não extst.ênciade periodicidade 
([5]). 
Por outr-o lado, mantendo-se um per iodo de 
ret..ardament..o const.ant.e T na classe dos in:fecciosos e, a.~o:r-a , 
considel'ando-se uma t&XS. de contato periódica .a.{t), obt.em-se 
66 
uma solução periódica para o sist.ema associado ao modelo em 
análise. Vamos, a se,;utr-, enunciar um t.eor-ema que nos dá a 
,;arant.ta de uma t.al solução per-iódica. 
A equação que nos per-ndt.e obt.er- a pr-opor-ção de 
irúecciosos no t.empo t. é a seguint.e: 
J"(t.)• a(t.)l{t.)S(t.)- a(t. -T)J(t. -T)S(t. -T). 
Oomo S<t.> + I<t.) • 1, t.emos: 
l"(t.)• a(t.)l(t.)[t-I<t.)] - a(t..-.T)l(t.--r)(i-l(t.--r)] 
Façamos f<t.,D• a<t.>Ht.>U - I<t.>l, assim: 
I'<t.>• f"(t.,Ht.)) 
escrtt.a na f'orma int.esral: 
• 
I'<t.> • J f<n,I<n>>dn. 
t-T 
f'(t.-T ,Ht.--r )), que pode ser 
Oooke e K.aplan ([6]) dão uma res:post.a quant.o à 
ex:ist.ência de soluçC'Ses periódicas para o sist.ema que a;overna o 
modelo em est.udo, considerando uma função f'<t.,x) periódica em 
i-. 
Vale r-ess:.alt..ar- que na formulação do nosso modelo a 
função :f<t.,x) é do t.ipo :f(t.,D• a<t.>I<1 - D, po:NJUe o cont.at.o 
de pessoa a pessoa é- supost.o ser- es:t.abelecido pela. lei de ação 
de massa. Out.ras taxas de incidência podem ser cons:ide:I"adas e 
a vant.a,;em do t.eorema, dado a sesuir, é que a f'unçilo f(t.,D 
pode ser bast.ant.e ~enér-ica. 
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Teorema <2.9.1 >. 
z 
" Suponhamos que r:tR ·----> lR é t.al que r<t.,O>• O, para 
t.odo t. e IR, e exist.em const.ant.es M e w t.ais que: 
que 
o < f"<t.,x) !: M V t. e IR, x ~ o e 
f"<t. + w,x> • :f<t.,x) V t.,:x e IR. 
Suponhamos, ainda, que exist.a um númer-o X 1 t.al 
• 
exist.e e é cont.inua par-a t.odo t.e IR, O :$ x < x, e 
• 
sat.isf"az a. seg-uint.e condição: 
1nf" 
M ·iff 
étx <t.,O> • a > o, onde ~ é 
t.EI:O,vJ 
a der-ivada parcial à dir-eit.a. 
Se cn > 1, ent.ão exist.e uma solução não t.rivial 
periódica da equação 
x<t.> 
posi t.iva V t. e IR." 
l 
• J :r<n,x<n)>dn 
,_.,. 
' 
de per-i6do w e 
Observamos que o númer-o a. pode ser int.er-pr-et.ado como 
o número de contatos por infeccioso, e como T é o periodo de 
inf"ecciosidade, podemos dizer que t:tT é o númer-o minimo de 
contatos infecciosos dUl"ant.e seu per-íodo de infecciosidade. 
Bio-Teorema (2.9.1> 
Em uma doença, sem dinAmica vit.al, na qual a 
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recuperaçií:o corúere imunidade e há um período de ret.ardament.o 
T na classe dos irúecciosos, se o número mtnimo de contatos 
infecciosos: otT de um irúeccioso, durant.e o seu periodo de 
trúecciosidade, excede um, ent.ão a proporção de inf'"ecciosos 
var-ia periodicament.e. 
Observamos que o Teorema <2.9.1> t.em uma 
caract.erist.ica llmi t.ant.e .. desde que a doença permanece 
endêmica e periódica na população, bastando para isso que o 
parâmet.ro ctT seja maior que o valor crit.ico um. 
2.9.2 Modelo SEJRS. 
No modelo ant.erior lidamos apenas com as classes dos: 
suscept.iveis e dos infecciosos. Não foram consideradas outraS 
possibilidades, t.ais como a ocorrência de imunidade 
t.empo:r-ária, inclus'ão de wn período lat.ent.e e/ou período de 
incubação. 
Nest.a secção, enunciax-emos um t.eorema que ~arante a 
existência de solução periodica para um modelo do t.ipo SEIRS 1 
caso um cert.o valor lirnitant.e seja excedido. E: importante 
observar que o valor limit.ant.e, acima :referido, depende da 
taxa de cont.at.o, dos periodos de incubação e infecciosidade e 
independe da duração da imunidade temporária ([251>. 
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Suponhamos que a propacação da doença sat.isf'az as 
se~uint.es hipót.es:es:: 
<Ht>- A t.axa de t.r.ansf" e:r-ência de suscept.i v eis 
expost.os para a classe dos inf'ecciosos_. no t..empo t._. é dada por 
a<t.>I<t.>S<t.>, onde a<t.> é uma :função periódica de periodo w. 
Um in di vi duo expost.o no t.empo t.-T _. t.orna-se 
• 
<H2>-
irúeccioso no t.empo t.. Desse modo_. o periodo lat.ent.e é o t.empo 





{83)- Um individuo infeccioso permanece 
precisament.e T 
• 
unidades de t.empo na classe dos iiÚecciosos 
para, em seguida, deslocar-se para a classe R dos removidos. 
<H4>- Um individuo recuperado t.em imunidade T 
• 
unidades de t.empo e, em se~uida, t.or-na-se suscept.ivel. 
Assim, o modelo t.em a se~uint.e formulação: 
S 1 Ct.>• -a<t.>I Ct.)S{t.) + 
a<t.-r-c-r >I<t.-r-r-r >S<t.-r-c-r > 
tZ3 1Z3 1Z3 
E'<t.>• a<t.>I<t.>S<t.> - a<t.--r )l(t.--r >S<t.--r ) 
• • • 
R'<t.>• 
Com S<t.) + E<t.> + I<t.) + R<t.> • t. 




SCt.)• 1 - J a<n>r<n>S<n>dn 
l-T-'l"-T 
• • • 
' 







R(t.)• ( -T~;~>I(1))S(1))d1) 
l-T-T-T 
• 2 • 
(2.9.1> 
(2.9.2) 
As const.a.nt.es de int.egração for-am corret.ament.e 
escolhidas 1 pois bast.a not.ar- que a pr-imeira int.er;ral 
reproes:ent.a proporções daqueles indivtduos, os quais 
t.endo deixado a classe dos sus:cept.t v eis: no int.erval 
[t.-T - 'l" - T 1 t.J, não 
• 2 • 
podem ret.ornal" à classe dos 
suscept.tveisant.es: do t.empo t.. Lor:;o essa int.ec;ral representa de 
fat.o as proporçêSes de t.odos aqueles individuas nas clases E,I 
e R, no t.empo t.. 
Acox-a, é s:uficient.e considerar apenas: as equações 
(2.9.1) e <2.9.2). 
Fazendo-se a seguint.e mudança de variáveis:: 
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x <t.>• 1 - S<t.> e x <t.>• I<t.> , assim t.emos: 
• z 
' 
"t (t.)• J a<n>f<x <n> ,x <n>>dn 
• • 
t.-T-T-T 
• 2 • 
t-T 
x <t.>• f ~<n>f'<x <n>,x<n>>dn 





onde f{X , X ) • X (1 - X ) , se 0 :S X :S 1 
~ 2 2 2 ~ 
- o , se " ~ 1 
• 
Observamos que :s:e a<t.>I<t.)S{t.) <t.axa de irüecção 
result.ant.e da lei de massa) é .s:ubst.i t.uida pela função 
a<t.>H<S<t.>,I<t.>>, com a mudança de variáveis x • 1- S e x • I, 
• 2 
obt.emos: f"(x ,x ) • H<t - x ,x ) , se O :S x,~ 1 
t 2 t z 
- o ,sexZ:t 
• 
A f"W"lÇão H, nat.UI"'alrnent.e, deve sat.isfazer a al€umas 
exig-ências t.ant.o do pont.o vist.a mat.emát.ico como epidemiológico 
(este últ.imo t.raduzido mat.emat.icament.e) 
t- H<S,O>•H<O,D•O , V S,I ~ O. H<S,D > O, V S,I>O 
2- H cresce quando S<D cr-esce. 
9- a H 8 1<t,O) • t. 
As seguint.es hlpót.eses são necessárias para o 
est.abeleciment.o do t.eorema dado a seguir ([251) 
h ) a(t..) é uma :função posit.iva, continua e de 
• 
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período w, detinida em IR. 
h ) f :fR"'x IR"'---+ 
2 
IR.,. é cont.tnua e t.al que: 
1. f'(x ,O> • O,se x )0. f'(x ,x > • O,se x ?= 1. { f f. 2 f 
2. !" decresce em x , para x fixo. 
2 ' 
3. 1' é cont.inuament.e di!"erenciável em 
[0,1Jx[0,11, com 
M 
ax <O,O> • O e 
M Dx (0,0) • 1. 
' 
2 
4. f<x ,x } > O para x , x e (0,1>. { 2 1. 2 
h ) as const.ant.es T , T e T são númer-os reais 
3 1 z s 
posi t.i vos. 
Teorema <2.9.2>. 
Se h >,h ) e h ) s::!!i:o vâlido!!IS, ent.ão! 
' 2 • 
* a. exist.e um valo1~ crit.ico -r > O do par-Amet.ro -r , 
2 2 
dependendo soment.e da função a(t.) e do paràmet.ro 
T , t.al que 
' 
* T ) T ' 
2 2 ' 
b. <2.9.3) e <2.9.4) t.ê-m pelo menos uma solução não 
nula w-periódica <x <t.>,x (t.)) com 
' 2 
O < x <t.> S x (t.) < 1 , par-a t.odo t. L: IR ; 
2 ' 
c. as soluções não nulas w-periódicas se bifurcam a 
part.ir da (x ,x >•<O,O> quando T • 
' 2 2 
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* T • 
2 
2.9.3 Modelo SIRS. 
Veremos, no Oa.pit.ulo 111, que quando a t.axa de 
incidência é da :forma )..IpSq, com p > O, é posstvel exist.il'" uam 
solução periódica para o modelo SIRS. 
Quando a t.axa de cont.at.o é periódica associada a 
pertodos const.ant.es de irúecciosidade e imunidade, o modelo 
SIRS admit.e oscilações periódicas.- como foi vist.o na secção 
{2.9.2). 
Quando a t.axa de incidência é bilinear e não se t.em 
nenhum periodo de ret.ardament.o, com ou sem dinâmica vit.al, 
provamos, na secção 2.5, que a doença ou se mant.ém endênúca 
ou se ext.in~ue; consequent.ement.e não há periodicidade. 
Het.hcot.e et. ali {[141> :fazem referência a resultados 
que dão conta de que o modelo SIRS.. com t.axa de incidência 
bilinear, dois periodos de ret.ardament.os e para cert.os valores 
const.ant.es dos parâmet.ros, 
periódicas <a prova desses 
Hopf e t.écnicas numéricas>. 
é possível adnút.ir soluçães 
r-esult.ados envolve biflll"cação de 
No mesmo art.igo é est.udada a 
inclusão de um periodo de ret.ardament.o no modelo SIRS e foi 
provado que, quando o r-et.ar-dament.o r-ecai na classe dos 
infecciosos, não há., definit.ivament.e, oscilaç~es periódicas. 
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2.9.4 Modelo SIR. 
Vimos, na secção 2.4, que o modelo SIR com taxa de 
cont.at.o const..ant.e e t.a.xa de húecção bilinear, com ou sem 
dinâmica vit.al, não admit.e oscilações per-iódicas. 
Quando consider-amos a taxa de cont.at.o periódica e a 
inclusão de periodos de ret.ardament.os, apresent.amos na secção 
2.9.2,um x-esult.ado que nos €ar-ant.e haver- oscilações per-iódicas 
no refer-ido modelo. 
Het.hcot.e et. ali ([13]), fazem r-eferência de que no 
modelo SIR com dinâmica vital e uma t.axa de cont.at.o const.ant.e, 
a int.rodução de períodos de ret.ardament.os não muda o 
compor-t.ament.o assint.ót.ico das soluções nem tampouco os:: valor-es 
limiares da epidemia. No mesmo art.igo há o regist.ro de uma 
conjetur-a (at.é enUlo) de que " wn modelo(em uma população 
uniforme e homo~eneament.e dist.ribuida) com parAmet.ros 
const.ant.es t.em solução per-iódica para alc:uns valores dos 
parâmat.ros se, e somente se, o modelo é ciclico com imunidade 
t.emporá:r-ia de t.al modo que os individuas podem ser- ret.ar-dados 
st~nif1cat.ivament.e na clas:se dos J"emovtdos:". 
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CAPITULO III 
Modelos Epidemiolóc;tcos General.1zados. 
Nest.e Capit.ulo, primei:rament.e analisaremos 
~eneralização do modelo c:JAssico SIR (modelo 
Kermac- McKendrick),sem dinâmica vit.al. Est.abeleceremos uma 
comparação ent.re os dois modelos,clá:s:sico e generalizado {[4])_ 
Em se~uida, faremos um estudo exaustivo do modelo SIRS no 
qual se t.em uma de incidência não bilinear, 
enf'at.tzando que, quando a população cons:iderada varia dent.:ro 
de cel"t.os limi t.es, pode ocorrer, através da bifurcação de 
Hopf', uma solução periódica ([20]). 
9.1 Uma Generalfzac:io do Modelo de Kermac-McKendrick. 
' 
Vimos, na secção 2.4 do Cap!t.ulo II, o modelo SIR 
sem dinâmica vit.al. o ref'erido modelo é ~overnado pelo 
sistema <2.4.12): 
{ S'<t.>• -ÃIS I '<t.>• ÃIS - ri 
R,<t.>• ri 
com S > O , I > O , R • O e S<t.> + I<t .. > + R<t.> • N 
o o o 
'16 
No sistema <2.4.12) vemos que .. li.IS de 
incidência da. doença é uma :função linear do númer-o de 
infecciosos I. Essa t..axa. de incidência pode ser adequada par-a o 
caso em que se t.em um pequeno númer-o de inf"ecctosos, 
ent.ret.ant.o, t.orna-s:e, por cert.o, inadequada quando se t.rat.a de 
um númer-o elevado de inf'ecciasos. A pr-incipal r-azão dessa 
inadequação no modelo é pr-oveniente de :fat.ores de ordem 
psicoló~ica e de aut.o-defesa por- par-t.e dos individuas na 
população consider.&.da. 
E; nat.UI"'al que, ant.e a not.icia de um slll"t.o epidêmico, 
os individuos,de modo p:roopo:s:it.al,diminuam o cont.at.o ent.:re si. 
Esse :fato não pode ser- despr-ezado na modelagem, por- isso é que 




IR continua e limitada, 
• 
sat.is:fazendo as seguintes propriedades: 
1. g<x> ~ O , V x e IR •[Q,oo} 
• 
Sempr-e que houvel"' cont.at.o, exi.st.e um r-isco de 
cont.aminação. 
2. g(O) • O 
Se nião hA nenhwn element.o infeccioso 1nilío haver-á 
epidemia. 
3. 3 c > O t.al que ~(x) :5 c 
Haver-A sempre um nUmer-o limit.ado de inf'"eec:::iosos. 
4. e:': IR IR • + 
derivada de ... exist.e e 
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llmlt.ada em qualquel' compact.o de IR , ''(0) > O . 
• 
A f'unçiio c é crescent.e quando o número de inf'eccisos 
é pequeno. 
6. V x e lR , t.em-s:e c;<x> ~ ~'<O>x . 
• 
A maior variação da t.axa de ~ ocorre quando o número 
de inf'ecciosos é pequeno, depois t.ende a zero quando esse 
número cr-esce. 
A f'unção l:<D t.em uma conn~uração semelhant.e à 
dada abaixo: 
I 
O modelo cuja t.axa de inf"ecção é dada por-
por SIR.(O)' é desc:rit.o pelo se~uint.e sist.ema: 
( 
S'<t.>• -,;(I>S 
I '<t.>• g(I>S 
R'<t.>• ri 
- ri (3.1.1) 
~<I>S, denominado 
com S>O,I>O,R•O e S<t.> + I<t.> + R<t.> • N. 
o o o 
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3.t..t Solução GlobaL 
Extst.ência e Unicidade 
Devido às condições sat.isf"eit.as pela função c-<D) 
podemos c;arant.ir que exist.e uma solução W<t.>•<S<t.>,I<t.>,R<t.>> 
cont.inuament.e diferenciável do sist.ema {3.1.1), em 
intervalo m,t.1 c IR <[21,[7J,[11D . 
• 
Most.r-a-se que exist.e uma única solução global (ist.o 
é,est.endida para t.odo IR > para o sist.ema (3.1.0. Além disso, 
• 
dada as condiçêSes do modelo, faz-se necessário garant.ir a não 
negat.ividade da referida solução. 
A se~uír, demonstraremos dois lemas e enunciaremos 
um t.eorema sobre a globalidade da solução, dando urna versão do 
referido t.eo:rema no plano de fase ([41,[71,[11]). 
Lema 9.1.1 
Se \rl<t.> • <S<t.>,I<t.>,R<t.>> é uma solução continua do 
s.ist.ema (9.1.2>, em algum tnt.ervalo J c IR , ent.ão: 
• 
1. S<t.> 2:: o , I<t.> 2: o e R<t.> ?.!: O , V t. e J. 
2. Se S<O>• S > O e 1<0)• I > O ) ent.ão: 
o o 
S<t.> ) O , I<t.> > O e R<t..> > O V t. e J-<0). 
Demonstração: 
Dado que as duas primeiras equações do sist.ema 
<3.1.2) independem de R<t.> e 
somente o seguinte sist.ema: 
R • O, 
o 
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podemos considerar t.ão 
{ 
S'<t.>• -g<I)S 
I '<t.>• ,;<DS - yl 
t. > o (9.1.2) 
S
0
> O , 1
0





Most.r-emos que t.oda solução do sistema (3.1.2) est.á 
conflnada no se.;uinte conjunt.o: 
Suponhamos que S • O, logo I • N. 
o o 
Assim, S<t.> ;:; O e I<t.> • N -yt e , 
solução do sistema (3.1.2>. Dai par-t.e do semi-eixo posit.ivo 
dos I, ist.o é, o intervalo W,N1, ser uma t..rajet.ól'ia do 
sistema con.sidel"ado. 
Sejam z • <S ,I >, com S , um pont.o inicial e z<t.>• 
o o o o 
<S<t.>,I<t.>> a soluÇílo cor-:respondent.e sat.isi'azendo a condiçSo 
inicial do problema. 
A t..r-ajet.ór-ia de z é denot.ada por: 
r<zo>· iz e IR2 I 3 t. E IR ... t.al que z(t.)•(S<t.>,I<t.)) e 
z •<S ,I > l 
o o o r 
Além disso, t.odos os pontos do eixo dos S, isto é 
<S ,O> e IR x <O>, são pont.os de 
o • 
equillbrios do sist.ema 
<3.1.3}. Assim, cada ponto <S , 0), sendo 
o 
uma solução, é 
t..amhém uma t..:rajet.6rta e, port.ant.o, t.odo semi-eixo não ner;at.ivo 
dos S é a união de t.rajet.6ria:s: do nosso sist.ema. 
Por out.ro lado, como as t.rajet.ól'"ias não se 
BO 
tnt.ercept..am; se S<O> > O e I<O> > O, ent.ão a t.rajet.órta 
correspondent.e à solução com valor inicial 
2 • 
<S ,I ) não pode 
o o 
deixar o conjunt.o O 
+ 
Do sit.ema (3.1..1), t.emos: que. 
' 
R'<t.>• ri .. R<t.> • R<o> + J 
0 
ri<n>dn 
Como I<n> ~ O, ent.ão R<t..> 2: O. 
Quando I > O , ent.ão J<t.) > O e, port.ant.o, R<t.) > O 
o 
V E j-{0}. O que demonst.ra o lema. 
Lema <3.1.2) 
.., t. E J, li W{t.) li - I S<D I + I l{t.) I + I R<t.) I -
• S<t.> + I<t.> + R<t.> • N 
Ou seja, a solução <S<t.> ,I ({t.) ,R<t.> > é 
uniformement.e limit.ada para t. e J. 
Com os Lemas dados ant.eriorment.e, podemos enunciar o 
sec;:uint.e result.ado ((4J~[7J,[11]): 
TeoreJT&a 3.f.t 
Exist.e uma única solução cont.inuament.e diferenciável 
W<t.>• <S<t.>,I<t.>,R<t.>> do sist.erna (3.1.1) V t. e IR ,t.al 
+ 
que: 
W<t.> .& D com IIW<t.) li • N Vt.eiR 
+ + 
• .., t. > o Se s ) O e I > O ~ ent.ão \r/{t.) e D , ,onde: 
o o + 
D• ~u e IR"I ule o, ule o e ule o ~ e + 
' • • 
• iu e 1R9 I u> o u > o ~-D • u> O, 
" + ' • • 
Tendo-se &m vist.a o sistema <3.1.2), podemos 
est.abelecer o sec;:uint.e :result.ado: 
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CorolArlo S.t.:l 
EKist.e uma ônica soluçlo cont.inuament.e dif'er-enciável 
(S(t.)_.l(t.)) do sist.ema (9.1.2) V t. e=;: IR , t.al que~ 
• 
z{t.) e o: com 11 z(t.) li • I S(t.) I + I I<t.) I • 
• • , ent.ão • • Se z •<S<O>,I<O)) e D z(t.) e D 
' o • • 
onde o• 
-
{z e IRz I z ~ o e z ~O ~ e 
• • • 
o• • 
-
{z e IRz I z > o e z > O ~ 
• • • 
N,V t.EIR 
• 
v t.> o 
Observamos quê poe cont.a do Corolário 3.1.1, podemos 
assegurar que t.oda t.rajet.ória do sist.ema (3.1.2) 
confinada no conjunt.o: 
• T • {z e IR z ~ O , z 2::: O e z + z .:S N l_ 
f. 2 1 2 r 
3.1.2 Análise Quallt.at.iva No Plano De Fase <S.I>. 
Ret.omenos o sist.ema (3.1.2): 






s > o ' o I > O e o S(t.) + I<t.) 5 S + I • N o o ; cujas 
soluções: t.ém as: t.r-ajet.6r-ias confinadas no conjunt.o T. 
O sist.ema ($.1.2) pode ser- :r-eescr-it.o na t'or-ma: 
d dt. z<t.> • f'<z<t.>> com t. > O . (3.1.3) 
onde f'(z) • (f (z),f (z)) • <-~(z )z ,,;<z )z -yz ) com z e T . 
.1 z z :1. z :1. z 
Os pont.os de e-quUlbr-ios do sist.ema (3.1.4) est-ão em 
T e são da forma z • (S ,O> t.al que s E ro,N ], 
• • • 
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Linearizando-se o si:s:'tema <3.1.3) e t.omando-se a 
mat.riz jacobtana COl"'l"espondent.e no pont.o z , i,emos: 
• 
Se s > 
• 
• p• 
<S ,0) são inst..áveis . 
• 
-~::'<O>S 1 ~::'<o>s,- ~ 1 
• 
então os pont.os da forma 
• Se S :5 p • r/"'(0) , ent.ão .a análise f'eit.a at.ravés 
• 
do sist.ema linear associado não pode ser aplicada nesse caso, 
dado que se t.em um valor próprio nulo e 
negativo. Usemos um out.ro a:r"ument.o. 
• z 
Seja T • {z e IR I z / O e Z/ O ~-
Ret..omemos o sist.ema d ~ z<t.) - r<z<t.)) 
onde f(z)•(f' (z),:f {z)) • (-g <z )z ,g<z )z -rz ) , z e T. 
~ 2 ~2~ 2~ 2 
Assim, podemos escrever: 
S'<t.>• f' <S,D > O 
• 
I'<t.>• f' <S,D < O 
2 
I'<t.>• 1: <S,D > O 
• 
I'<"t>• f' (S,l) • O 
z 
• V <S,D e T 
V <S,D e T* 
v <S,D E T • 
v <S,D E T* 
com S < ri 
c<D 
com S > ri 
c<D 
com S • ri 
..:<I) 
o out.ro 





Tendo em cont.a as relações acima, podemos conferir à 





1- Se o pont.o inicial CS ,I > 
o o 
e 
esquerdo da CUI"'V8 S • ri t:<I>' ent.ão • como 
uma runç~o decrescent-e de t.. 




I'<t.> < o, 
est.á 





t'unção C:l"escent.e de t., a qual U~:o logo at.inja o seu valol" 
~mo sobr-e a cUl"va S • ri c:< 1 ) ,passa a decl"escer-. 
S- O número de suscept.iveis S<t.> é wna t'unção 
decrescente de t., uma vez que S'<t.> é cons::t..ant.ement.e nesa.t.iva. 
No modelo SIR<G> a curva s- ri desempenha o mesmo r;(J) 
papel que a r-et.a S • yA no modelo SIR. 
Not..emos, lado, s ri • yl/:;'<0) por out.l"o que 
-r;<D " 
p• 
<consequlmcia da pr-opr-ieda.dé 5. da f'unção e:<D>. 
Além disso, a curva S • ri g< 1 ) int..ercept..a 
ri • 11m < 1 ) • p • 1--++0 e: 
• pelo menos no pont.o (p ,0), pois 
• IS>p ei•O ~- O conjunt.o T ~ é 
invariante para o sist.ema <3.1.4>, ist.o é: se o ponto inicial 
z • <S ,I ) e T , ent.§o a t.rajet.6l"ia cor-respondent.e r<z ) est.á 
o o o ~ o 
cont.ida em T <est..a af'i:r-rrtação é uma consequência da Lema 
' 
(9.1.1>). 
o que est.amos fazenda é stmplesment.e Cl"iando 
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con~es para aplicarmos o Teorema de Lyaponov sobre 
est.abUidade <14]). 
Definamos a sec;uint.e f'unção V de Lyaponov no 
conjunt.o T : 
< 
• • V<z>• <S - p >H<S - p ) + I 
onde H é a função de Heavtside: 
-{: H<x> 
com z• <S,I> e T , 
1 




A função V, acima def'inida, sat.isf"az as ser;uint.es 
p:r-op:r-iedades: 
n- V<z) • o • se z E G • ([O,p ]x(O)) n T . 
< 
" . . 
z E G ~ S ~ p e I • O -+ <S - p >H<S -p ) • O 
-+ V<z> • O V z e G. 




6 ... z• <S,I> com s ~ • p e I > O ou 
z• <S,D com s < p • e I ) o 
Como <S • - p >H<S - • p ) 2: o e I > o 
' 
t.emos que V<z> ) o. 
3)- V é est.rit.arnent.e decl"escent.e ao lo~o de qualquel" 
t.l"ajet.ória cont.ida em T - 6. 
< 
Seja z•<S,I) 
o o o 
e T-
' 
t.r-ajet.6l"ia cor-res:pondent.e é r<z ). 
o 
6 
• 1) Suponhamos que S ~ p . 
o 
• • Loso <S - p >H<S - p ) • O 
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o pont.o 
para S ~ S . 
o 
inicial cuja 
Pol"t..ant..o, V • I .. V'(t..) • I'(t..). Nessas 
condições, V <S,I> e r<z ) t.emos que s 
o 
yl 
< c:<I> .• loco I'<t..> < O 
e assim V'<t.> < O. 
i!) Suponhamos • queS >p. 
o 
Quando S :$ p •, t.em-se V'<t.> < O <caso anterior> . 
Quando • S ~ S > p , t.em-se 
o 
• queV•S-p +I,lor;o 
V'<t.> • S'<t.> + I'<t.> • -ri < o , pois I > o 
Teorema 
Como T é invariant.e para o sist.ema (3.1.3>, pelo 
• 
de Lyaponov (Capitulo D t..emos que :0 conjunt.o a é 
assintoticamente estavel com respeit.o a T . 
• 




No plano de f'ase <S,D, t.odos os pontos z • <S ,O>, 
• • 
Z E [Q ,Nlx{0} 
• 
sobre o eixo dos S são pont.os de 
equillbr-ios para o sistema (9.1.3). Os pont.os para os quais 
• s >p. 
• 
yl 
c: CO) s?lo tnst.ávets; enquant.o que os pont.os: 
pertencentes ao conjunt.o a • • ([O,p 1)('(0)) n T são 
assintoticamente estáveis . 
• No caso em que p > N , t.odos os pont.os do eixo dos 
S em T são estáveis. 
A part.tr do stst.ema (3.1.9), obtemos: 
I'CS)• -1 + yl ~<I>S' O < S < s o e I > O , com valor 
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inicial I<S ) • I . 
o o 
1 I De r; O> ;s; e;'<O>I, r-esult.a que 
-x ;s; r;<D com 
x-~'<o>. 
Assim, -1 + 'Y ;s; -1+ ri • I'<S> Nes:t.a ~ r;<I>S 
dest~~:ualdade, de um lado t.emos a v &rotação do n6rner-o de 
irú'ecciosos, no modelo SIR, com respeit.o a S; do out.ro lado, 
t.emos a variação do número de in:fecciosos, no modelo 
SIR(G), com res:peit.oa S. A pa:r-t.ir- desse pont.o somos induzidos: 
a proceder wna comparação ent.re os dois modelos. 
~ 
Tomando-se o modelo SIR, obt.emos: 
I<S>• -1 'Y +~ ei>O,comvalor 
inicial I<S > • I o o· 
~ ~ 




Lo~o J<S) :S I<S> 
~ 
Como I<S> • N- S 
I(S> !f I<S> 
para O<S<S. 
o 
+ r ln(S/S 0 ) t.emos que : 
"
r ln<S/S >, o < s < s e I?: o 
o o 
A dês:iguald.ade acima nos diz que no plano de :f'ase SI 
a t.rajet..ória I<S> do modelo SIR (G> es:t.â abaixo da t.rajet.ór-ia 
~ 




Como G é assint.ot..icament.e est.á.vel com respett.o a 
T, quando t. 
• • 
a t.rajet.6ria iniciada em 
flndaroá. em um pont.o da f'or-ma <S ,0) e a , t.al que : 
00 
<S ,I ) 
o o 
S • lim 
00 
S(t.) ~ S , onde 
00 
<S u{O) é o pont.o limit.e 
'~ "" da t.r-ajet.ó:r-ia cor-r-es:popndent.e no modelo SIR. 
No modelo SIR. sabemos que a propacação da doença 
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cessa não por fa.lt.a de suscept.1veis, o mesmo ocorre com o 
modélo t:énex-alizado SIR(O)" 
Como R 
00 
mede a ext.ensão da epidemia (só há remoção 
após a inf'ecção> t.emos: 
A ~ 
I • N - S :5: N - S • R..... ou seja, a 
oo ro IXl w 
ext.ensão da epidemia no modelo ~eneralizado SIR<G> é sempre 
menor- que a ext.ensão no modelo SIR. 




., s ., 
N 
S.t.S Um Exemplo de Aplicação. 
• 
s 
Vamos ilust.rar a ~ener-alização, :f"eit.a ant.eriorment.e, 
com um exemplo, t.omando-s:e a função g na se:;uint.e f"or-ma: 
I ~(I)• >.. 1 + I/ex com I e IR e À,Ot > O. + 
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A f' unção sat..is:faz t.odas propriedades 
ant.eriorment.e exigidas. 
Observamos que quando 01. _____,. +00 , t;<I> ____,. XI ; 
assim o modelo SIR<en é t.ransf'"ormado no modelo SIR. 
O sist.ema SIR<G> t.oma a sec;:uint.e f"orma: 
{ S'<t.>• ). I s 1 + l/a I '<t..>• ). I s -ri t. > o (3.1.3> 1 + 1/a ' 
R'<t.>• ri 
S > O , I > O , R > O , S<t.> + I<t.> + R<t.> • N e À,a,y )0. 
o o o 
O sist..ema {3.1.3) normalizado é t.rans:fo:r-mado no 
se~uint.e sist.ema: 
s'<t.>• - r 1 s 
1 + 1/ot. 
I '<t.>• r; I s -ri , t. ) o (3.1.6) 
• 1 + I/a 
S > O , I > O , R • O e S<t..> + l(t.) + R<t.> • 1 
o o o 
• com o::x • ot/N e (3 • X.N; onde consideramos, por 
simplicidade-, as: proporções S<t.)/N, I (t.)/N e R<t.)/N, respect.i-
vament.e, por S(t.), I (t,) e R<t.>. 
Aplt eando-se os result.ados obt.idos, na secção 
.ant.erior, no plano de f'ase SI, obt.emos a se;:uint.e cur-vo 
limite: 
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S• r r • I • • • ou ainda~ S • p{a + I> (I 
• 
(la 
1 + 1/a 





(ÀNHcv'N> À a 
A intersecção da curva limite,. acima obt.ida., com o 
• • • • eixo dos S é o pont.o P • <p ,O), onde p = pa • y/{3 como no 
modelo SIR. 
A par-t.ii' do sistema (9.1.4>, obtemos: 
• I'<S>• - t + p(a + D-1-S , cuja solução é: 
• -::-:1~ s-p - 1 a ,sep~1 
SUn<S>J • a 
obt.ido através das condições iniciais. 
• 
se p • 1 • onde c é 
No plano de :fase SI, o comportamento de uma 
pop~ão depende essenciabnent.e 
• • •• p e a <p • p /a ). 
dos valores dos: parâmetros 
A setuir-, apresent..amos al(:'uns @:l'Af'icos nos quais as 
t.rajet.ór-ias são obtidas na medida em que variamos os valores 













O LLLlUA ':--"-:c-~-::::-~--:C=~--:': 
o 02 0.4 0.6 0.8 10 
o 02 o• 
s 
.. .. p • 0.3 1 a • D ._15 e p • , 2. G p - 2.0-t. 
.. .. 
a•1.o e p -
Em a.mbos oe casos p > < 
I '" I 
• • p • 0.3, a • O. 6 · e p • 
s 
0.5 p. [].5, • 
" -
• Z.Bep• 
Em a.mbo& os c:a.sos p .( 1 




Assim • * s • r<t + I/o. l/[3. Quando ot ____. co , ent.ão 
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o a w 
s 
s 
• s - y/(l • p . 




Com a mesma condiç;!lo inicial, o mesmo valor- de 
• • 
• p 
comvalol'es cr-escente de- 01 • A curva com a • +oo co:rresponde ao 
modelo clássico SIR <KMK>. 
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3.2 Taxas de Incidências Nao l.J.neares. 
Analise de um Modelo do Tipo SIRS. 
No Capitulo n_ quando estudamos o modelo SIRS ficou 
estabelecido que a doença che~a à extinção ou permanece 
endêmica. A t.axa média da proporção de individuas suscept.tveis 
t-ransferidos: para a clas:se dos infecciosos é da forma )..!S., 
line&l' em S e I<ou bilinear) , a qu.al denominamos de t.axa de 
incidência da doença. 
Nest.a secção. relaxar-emos a hipót.ese de que a taxa 
de incidência seja bilinear par·a propormos UJl1a nova t.axa da 
onde k, p e q são posi t.i vos-conf" OI' me o modelo 
apresentado por Liu et. ali ([20)).Veremos que essa mudança, 
aparent.ement.e simples, poder-á provocar pr-ofundas modificações 
no comportamento e na natureza das soluç~e-s, haja vist.a ser-
poss1vel exist.ir uma bifur-cação de Hopf para soluções 
pe:r-tódicas. o papel desempenhado pela potência p 
preponderante, 
secundAria. 
enquant.o a pot.éncia q tem uma inf'luéncia 
Observamos que, na secção S.t, tr-abalhamos com wn 
modelo cuja taxa de incidência é f"orrna À~(DS, mas 
exit;tamos que g .. <O> > O. Desse modo, as t.axa.s 
t.ipo )..JPs, par-a p ~ 1~ est.ão exclusas: 
ant.eriorment.e estudada. 
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de incidência do 
da formulação 
Taxas de 1nctdênc1as nl"o bilineares podem t.el" uma 
t.radução ep1demio16sica. 
Um exemplo seria o caso em que se t.endo um número 
ba:st.ant.e elevado de búecciosos,a exposição ant.e o acent.e 
irúeccioso seria realrnent.e cert.a e,por con:ser;uint.e,a t.axa de 
incidência responderia mais Jent.ament.e que a linear- em I. Isso 
ocorre como uma medida de preservação por part.e dos individuas 
suscept.iveis. 
Out.ra si t.uação seria aquela em que para det.erminadas 
doenças t.ransmi t.idas por virus, os suscept.iveis serão 
infectados soment.e quando a concent.r.ação de virus,no meio, 
at.insir um cert.o nivel limiar. Quando a densidade de 
inf'ecciosos é muit.o pequena, a concent.ração limiar nunca é 
at.in~;ida, dai porque no caso de haver um est.ado cooperat.ivo 
ent.re os irúecciosos t.er-se a possibilidade de exceder o 
referido valor limiar-. Nesse caso, a t.axa de incidência é 
:s:esUl"'ament.e mais rApida que a linear- em I. 
Consideremos o secuint.e sist.ema: 
( 
S'<t.>• -klpSq 










onde os parâmet.ros k , p e q são po.sit.ivos. Além 
disso, b > O é a t.axa de mort.alidade e nat.alidade; v 
e r são, respect.ivament.e, as t.axas de recuperação e perda 
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e imunidade. 
Por raza:es de natureza t.ácnica, t.raba.lhar-emos, com o 
sistema 
• 
dado a seguir, obt.ido do ant.er-iol' pO!' um 
r-eescalament.o do t.empo pela mudança de variâvél T • (b + v)t.. 
{ 
I '<T>• alpSq - I 




onde r • v/(b +v>, h • v/(b + r> e a • k/(b + v>. 
Notemos que 1" < 1. Além disso, "a" pode ser visto 
como um r-eescalament.o da taxa de contato, obt.ido pela 
multiplicação de k pelo t.empo em que o individuo permanece 
inf"eccioso. No I"eesca.lament.o do tempo, o t.empo médio de 
inf"ecciosidade t.or-na-se igual .a uma unidade. 
3.2.1 ConCinament.o de Soluções. 
Seja O • ~<I,R> ) I ~ O, R ?: O e S • N0- I - R ?:: O ~ 
O conjunto O é posit.ivament.e invariante para o 
sistema (3.2.1>, ist.o é, qualquer solução que começa dentro de 
O ai permanece cont'inada. 
Se S • O, ent.go S'<t.> ) O. Logo nenhuma soluçJi"o pode 
sair de O através da fronteira S • O. 
Como R'(t.) > O, para R • O e- I > O, nenhuma solução 
pode deixar O através da 1'ront.eira R • O e I > O. 
Se I • O, ent.ão: I'(t.) • O; R'<t.>> O, para R > O e 
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I •0. Além disso, I • O, R • O e S • N 0 t!o um pont.o flxado. 
Quando p ~ t, o f'at..o de que nenhuma soluçS'o pode deixar O 
at.ravés da t'ront.eira I • O decorre da unicidade de soluç~es. 
No int.eriol" de O, como as f'unç~es do lado direit.o de (3.2.2) 
são cont.inuament.e d.it'erenciáve.ts est.á garant.ida a unicidade de 
soluçB:es, excet.o em I c O para p < 1 e em S • O para q < 1. 
Vimos inicialment.e que nenhuma solução pode deixar O 
at.ravés da fronteira S • 0 1 cujo argument.o independe do valor 
de q. Port.ant.o, a única dificuldade é quando I 11; O para p < L 
Com a mudança de variável: u -
(3.2.2) assume a seg-uint.e forma: 
U'<T>• (1 -p><aSq- U> 
I'<T>• r< u.t./<.t-p> -R/h) 
onde S • N - lf/C:t.-p> - R . 
o 








cont.inuament.e di:ferenaiá.veis em U e R, excet.o para S • O, 
quando q < 1. Logo, nenhuma solução pode deixar a res-tão 
f'aat.ivel U ::: o, R 2: O e S 2: O e 1 por conseguint.e1 nenhwn.a 
solução de {3.2.2) pode deixar O, t.o:r-nando-o posit.ivament.e 
invariant.e. 
Dado que, a seguir, far-emos urna demorada análise 
sobre pont.os de equilibrios e suas respect.ivas est.abilidades, 
é convenient.e list.armos os principais result.ados a serem 
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obt.idos:, em nome de uma boa clareza. 
-o pont.o <I,R) • <O,O> é um ponW de equilib'l"io do 
sts:t..ema <3.2.2), cor-r-espondent-e ao equUibrio livre da doença. 
-Quando p < 1.. exist.e um único pont.o de equilibrio 
não t.r-1 via!, o qual é um at.rat.or global (pont.o nodal) para as 
soluções: que se iniciam no int.e:rior- de O. 
-:1./q 
-Se N < a , ent.ão quando p t.ende a. 1, a pal't.ir 
o 
de valores irúeriores, ent.ão o pont.o de equilibrio níJo t.rivial 
apr-oxima-se do pont.o de equillbrio t.rivial, t.ransf"er-indo a 
est.abilldade pal'a est.e. 
> 
-:l/q 
a , ent.ão quando p eKCéde o valor 
sur~e wn segundo ponto de equilib:rio não t.r-ivial, pont..o de 
sela. Ao pont.o de sela cor-responde um baixo nivel de infecção 
e ao pont..o nodal co:ri."esponde um alt.o ntve-1 de inf'ecção. 
-O pont.o de equilibrio t.rivial é sempre localment-e 
e-st.áveL 
-Quando p > 1, exist-em t.ant-o um nódulo <aqui 
ent.endido como um ponto de equilibr-io cujos valor-es própr-ios 
t.~m part.es r-eais de mesmo sinal, ist.o é, ou é um ponto nodal 
ou um pont.o espir-al) como um pont.o de sela desde que: 
N > 
o 
• N • + z> [(1 + 
• -.:t/q 
onde z • <p - t)/q. Além disso, N t.ende para a , quando p 
t.ende par-a 1. 
-Quando 1 < p < 1 -+ r<1 -+ h) /h 2 , o nódulo é est.ável. 
, 
-Quando p > 1 + r <i -+ h) /h 2 ~ o nódulo é est.àve 1 
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onde y • p - 1 - r/h . 
•• • 2 
Além disso, N > N s& p > t + r<t + h)/h . 
Se N < N•• o nódulo é inst.ável e 
o 
wna bifur-cação d& 
Hopf' ocrre em N 
o = 
A est.abilidade da solução pe:r-i6dica 
bifurcada é decidida pelo sinal de uma expr-essão que envolve 
as derivadas at.é a t.el."ceira ordem de uma det.erminada função. 
-Quando N < N• <com p > 1), o pont.o de equilib'I"io 
o 
não t.rivial at.:r-at.or desapar-ece e a solução t.orna-se global 
assint.ot.icament.e est.ável. 
3.2.2. Existência de Pont.os de Equillbrios:. 




- I -R 
O pont.o <I.R> • (0,0) é um ponto de equUibrio do 
sist.ema acima e corresponde, pela inexist.ência de infecciosos, 
a um ponto de equilibrio li v r-e da doença. 
Um pont.o de equilibrio nã:o t.rivial, do referido 
sistema7 deve satisfazer ao sist.ema alsêbrico dado abaixo: 
(3.2.4) 
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Lo~ o I R -.t/q 1(1-p)/q - - • a 
.. N • I + R + a -t./q 1-tp-u'<t 
o 
Façamos z • <p - 1)/q e subst.it.uamos R por hl. 
Pol't.ant.o, N
0 
• <1 + h)J + a -.t/q 1-%. 
Tomemos !"<I> • (t + h) I + a -1/q 1-z. 
As:s:im, um pont.o de equillb:r-io não t.r-ivial do sist.ema 
(3.2.2) é det..ernúnado pelas raizes positivas da equação 






Consideremos a equação: 
N • <1 + h>I + a -uq 1-!1: • :f(D 
o 
onde z • (p -1)/q 
(3.2.5) 
1) Se z < O (ou seja p < 1>, ent.ão f'(!) é 
monot.6nicament.e cr-escent.e em I. 
Para I • O., t.emos f'(Q) • f'(D • O e, além disso, 
quando I --+ oo , t.ambém f"(l) --+ oo 
Assim, pal"a N 
o 
> o exist.e uma única raiz da 
equação (3.2.5) e est.a det.ernúna uma solução não t.rivial do 
sist.ema <3.2.2). 
Sabemos, por (3.2.1-) que: 
N • <1 + h> I + a -uq 1-z • f'<D 
o 
Se N < a -s.;q- , ent.ão 
o 
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como <1 + h>I > O ,. I < 1 . 
Derivando-se <3.2.4> com respeit.o à p, obt.emos: 
di 




ap-·(ij) - o 
e 
M -.t/q -z 
-op- • (-1/q)(a )I ln<z) ~ t.emos: 




[{1 + h) - z(a .J~- -'i ' 
di 
dP Observamos que < o, uma vez que O < I < t e z<O 
Desse modo, I decresce monot.onicament.e quando p 
<e z) crescem. Além disso, I t.em limit.e quando z ---. O , 
porque quando z --+ O- t.emos que p ---+ 1 . 
Af"irmamos que lim 1•0. 
%--+ o 
Suponhamos que lim I • número posi t.í v o. Como 
z--+ O 
1--:r._, 1 e <1 + h>I ~ núme:r-o posit.ivo, quando Z--+ O ; de 
N • (1 + h>I + a -.t/q 1-z concluimos que N > a -:1/q 
o o ' 
o que 
constitui um absurdo 
que -1/q N < a . Assim, 1----., O 
o 
dado que supusemos inicialment.e 
quando z--.. O. 
Observamos que quando z ---+ O ocorre a junção do 
pont.o de equilibrio não t.rivial com o ponto de equillbrio 
t.rivial. 
100 
2)Se z • O <p • 1), ent.ão f(D é monot.onicament..e 
cr-escente a part.il" do valol" a -vq (quando I • 0) e t.e-nd& par-a 
inflnit.o quando I cresce ilimit.adament.e. 
Assim, para p 
-
1 exist.e um 
equilibrio não t.rivial <com I > O> se N 
o 
N < a -t/q 
o 
-t/q > a 
único pont.o de 
e nenhum se 
3)Se z > O <p > 1)1 ent.ão f<D t.ende para infinito, 
quando I t.ende pat"a zero ou para inflnit.o. 
Calculemos a derivada de f{!) com respeito à 1: 
f'<D • {i + h) - z<a. -t/q-)1 -(n.t> 
]
1./(:f. +z) 
f''<I> • O -t I • I* • [-,~z::.,---<·,a -:f./q) . 
i+ h 
Desse modo, f é monot.onicament.e decrescente par-a 
I < 1• e monot.onicament.e crescente para I ) • I . 
A função f at.in~e o seu vaLor ~mo em 
[ 
1 +z h]>/<.:f.+z> f<I*> • N• • a -1./(p+q-.u<t + z) 
• N , onde 
Assim: se N 
o 
• < N , ent.ão não existe nenhum pont.o de 
equillbrio não t.r-1 via! ; se N 
o 
• 
• N ' ent.ão 
um pont.o de equillbrio não t.rivtal; se N > 
o 
exist.e exat..ament.e 
• N , ent.ão existem 
precisamente dois pont.os de equillbrios não t.:r-iviais:. 
Not.emos que quando z----+ O , 
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além disso, os: dois pont.os de equ!lib:r!os ..mo t.ri vi ais se 
jW'lt.am ao pont.o de equilibrio correspondente ao caso z • O. 
3.2.S. Est.abilldade. 
Na secção ant.e:rio:r, analisamos a existência dos 
pont.os de equilibrios do sist.ema (3.2.2), ar;o:ra vamos proceder 
um estudo quanto a estabilidade de t.ais pont.os. 
(1) o < p < 1 . J 
Não é possi vel examinar a est..abilidade do pont..o 
trivial at.ravés do mét.odo de linearização do sistema <3.2.2), 
dado que o t.ermo alpSq é descont.inuo em (0,0), quando 
o ( p <1. 
Entret.anto, no sistema t.r-ansf"o:rmado <3.2.3) 
observamos que U• R • O não é ponto de equilibr-io, logo o 
ponto (0,0) é um pont.o de equilibrio inst.ável para o sistema 
(3.2.2). Po:rtant.o, do pont.o (0,0), no 
sistema (3.2.2>, Mo t.endem assint.ot.icament.e para est.e pont.o. 
Retomemos o sist.ema (3.2.2): 
{ I '(T)• aipSq I R'<T>• r-(t - R/h) 
com S • N - I - R. 
o 
Suponhamos que O,R> seja um pont.o de equilibr-!o não 
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t.rivial do sist.ema acima, ist.o é 1 vale <3.2.4): 
- I - R>q • 1 
R • hl 
Escrevamos a mat.riz jacobiana do sist.ema 
linear-izado correspondent-e: 




T:r- • T:r-(j) • p -1 - 1'/h - q<I/S) 
Det.• Det.<J>• r [u + h>q<I/S) -<p -1>/h] 
Quando O < p < 1 , no pont.o de equillbrio não 
t.:r-ivial o Tr é nec:at.ivo e o Det. é pos:it.ivo, por conseguint.e,. o 
re:ferido pont.o é local assint.ot.icament.e est.ável. 
Na verdade esse pont.o é global assint.ot.icament.e 
es:t.ável par-a qualquer solução que se inicia no 1nt.er1or da 
~gião fact.tvel. Provemos: essa af'irmat.iva: 
Do sist.ema <3.2.3>, obt.emos: 
~~> • - <Sq-:t>Up....-<p-:1.> 
au dT qa 
i1 dR ~"(fi'> - -r-/h < o 
- {1 .- p) < o 
Pelo Teo.rema 9 do Captt.ulo I, podemos afirmar que 
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não exf.st.e nenhum ciclo llnút.e. Sabemos que os conjunt.os 
w-limit.es de um f'luxo limit.ado no plano consist.em apenas de um 
dos se~uint.es casos<[20J>: 
1. pont.o de equillbrio 
2. órbit.as periódicas 
3. órbit.as li~ando pont.os de equilibrios (6rbit.as 
hom6clinas e heteróclinas). 
Como não exist.em ciclos limit.es nem 6rbit.as 
homóclinas ou het.eróclinas, o pont.o de equilibrio considerado 
é ~loba! assint.ot.icament.e est.ável. 
(I!) p - 1 
Quando p • t e N 
o 
• < N (ist.o é, N 
o 
soment.e o pont.o de equillbrio t.rivial. 
Do sist.ema <3.2.2): 
{ I'<T)• aiS - I R'<T>• r<I - R/h) 
s 
-
N - I - R 1 r-esult.a: o 
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< a-!1./q ) exist.e 
[ 
~q - qaSq-•r - t 
J<I.R> • •. 
-:r/h l 
[ :N~ -1 JCO,O) • ... - o ] -:r/h 
-:*.;'q Como N0 < a. , t.emos que 
aNq 
o 
< 1 e dai os valor-es 
próprios de J<O,O) são ne~at.ivos. 
Lo~ o o pont.o t.rivial é local .assint.ot.icament.e 
estável. Usando-se O at"~ument.o ant.er-io:r, podemos asse~\JI'ar- que 
<O,O> é ~loba! ass:int.ot.icament.e est.âvel. 
N > N• <N• • ... -.t/q ) t. Quando ~ , o pon o o de equillb:rio 
t.rivial é inst.âvel, pois: aNq - 1 > O. 
o 
Por out.ro lado, exist.e um pont.o deequilibrio não 
t.rivial, no qual o Tr é negativo e Det. é posit.ivo; logo 
t.rat.a-se de um pont.o local assint..ot.icament.e estável. 
Mostremos que esse pont.o é global assint.ot.icament.e 





- I - R . 
Assim, a!Sq • ai<N - I - R>q 
o 
> I , pois N 
o 
-+ I'<T> ::t: a!Nq - I > O 
o 
Por cosesuint.e, nenhuma. solução iniciada no int.e:r-ior 
da :re~ião f'act.tvel pode apr-oxim~-s:e de <O~O>. 
Usando-se o Teor-ema 8 do Capit.ulo I, para. C -· • I ' 
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most.J"a-se que não exis:t.e ciclo llrni t.e. 
Port.ant.o, o pont.o de equ111br1o não t.rtvi.al 
consider-ado é €loba! assint..ot.icament..e est..âvel no tnt..eroioro da 
roe€ião f'act..tvel. 
<IIJ) p > 1 (ou seja, z > O> 
• Se N ( N , ent.ão o único pont.o de equilibrio é o 
o 
t.rivial. o ponto de equtlibrio t.ri vial c;:lobal 
assintot.icament.e est.Avel, pois: 







Ret.omemos a equaç@lo N • <1 + h) I + a -l..-"q C'1 • :f<D 
" 
'·' - .... -S..>"(frlq-:1.).. ' Façamos w ..,._ .1 logo: 
-:t./(p-t-q-U Calculando-se f('Wa ) ~ t.emos que: 
Derivando-se a função g{'W), com :respei t.o a W 1 
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f./(f.+:Z) 
Ternos que ~'<W0> • O, quando W0 • [ 1 ! h] 
Calculando-se g(W >, obt.emos t;<W > • N• • f'<I•>. 
o o 
Ou seja, as f'unçí!Ses f' e 1: t.êm o mesmo valor- minimo 
nos pont.os 1• l'espect.ivament.e. 
Se N N•, ent.ão 
"' 
[ z ]f./{11-:Z~ - -o 1 + h 
Donde :r-esult..a \1/t ... :;: • z 1 + h" 
Como w-·;z:- 1/S , obt.emos 1/S - z 1 + h 





z p - 1 
-1 + h q(i+ h) 
Sabemos que Det. • [<t + h)q{I/'S) - <p -1)/h l 





Po:r-t.ant.o, a condição 1/S 1 + h q<t + h} 
deflne simult.aneament.e as condiç~es N • N• e Det. • O . 
o 
Vimos que quando N 
o 
> exist.em dois pont.os de 
equillbrtos não t.:r-ivi.ais: um col":r-esponde ao menol" valo!" de I 
(chamado menor valor de equilibrio); o out.:r-o, cor:r-esponde ao 
maior valor de I <chamado maior valor de equilibrio). 
107 
z Para o menor valor de equil1br1o t.emos 1/S < 1 + h 
e assim Det. < O; par-a o maior valor de equiUbrJo t.emos 
I/S > z ,. po:rot.ant.o Det. > O 1 + h 
Lo~o, ao menor valor de equU1brio corresponde um 
pont.o de sela, pois um valor próprio é negat.ivo e o out.ro é 
posit.ivo. Ao maior valor de equillbrio corresponde um nódulo, 
que é assint.ot.icament.e est.ável, pois Tr ( O . 
w > 
Ret.ornemos à análise do nódulo. 
Seja 
z ].t/(1.,.2:) 
+ h .. - I/S > 
z 
1 + h e como 
[z/(1 + h)]i/(.t.,.z > é t.o d nú i d ('·') um. pon e nmo e ~;:w, podemos 
c:a:r-ant.ii' que g(\1/) cr-esce com VI, sempr-e que W > [ 
z ]1/C:l+:z) 
1 + h -
Se supusermos que N é um parâmet.ro que pode t.omar-
o 
dif'erent.es valores, ent.ão 1/S é uma função cres:cent.e de 
N ,pois quando N cresce, W t.ambém cresce e, por conse~;:utnt.e, 
o o 
J/S cresce. 
Desse modo, Tr • p 
quando N cresce. 
o 
• 
1 -r/h q<I/S) decresce 
p - 1 
Vimos que quando N 
o 
• N , temos 1/S • q<t + h) e 
consequent.ement.e Tr • • Tr • 
p -1 
- r/h. q<t + h) 
Dessa maneira, se p -1 < r{t + h) , 
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ent.iio é 
sempre ner;at.Jvo e o nódulo é estáveL 
Por out.ro lado, se p -t > 




ent.ão Tr é 
sempre posi t.i vo para 1/S < <p -t - r/h)/q , o que correspande 
•• a N < N • Vejamos que nossa atlrmação é verdadeira. 
o 
Como p -1 > r<t +h>/h2 e I/S > (p - 1>/q(1 + h) 
t.emos: p -1 > t-<1 + h)/h 2 -t <p - 1 - r/h)/q ) Cp - 1)/q(t + h) 
Lo~o podemos t.omar- 1/S t.al que: 
<p - 1 - 1'/h)/q > I/S > <p - 1>/q<t + h>. 
Façamos y • p - 1 - r/h. 
Sabemos que ry,rh·z • I/S. 
De (p - 1 - r-/h)/q > 1/'S ) <p -t )/q<t + h), result.a 
que y/q > W1n. 
• .1+z 1/:t-r-z De y/q > w conc!uimos que <y/q) > W. 
Como 1/<1 +z) • q/Cp +q -1), t.emos: 
Ora, como W > \ri e c é ct-escent.e~ resu!t.a: 
• o 
demonst.ra nossa af"irmat.i v a. 
N 
o 
.. > N. 
o 
Assim, N > N** 
o 
o nódulo é est.ável; 








exist.e wna bi:furcação de Hopf'; a 
est.abilidade da solução periódica bi:furcada é det.er-minada pelo 
sinal da se~uint.e expressão: 
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A • (y/r)F + (2/h)F + F + 
XII IIR XRa 
<F /h+ F )[(y/r)F + (2/h)FIR + FRR 1 
11 IR 11 
2 y- r/h 
onde y • p - 1 - r/h, F<I,R> I - e t.odas as 
derivadas são calculadas no nódulo. 
Se A < O, ent.ão a bifurcação de Hopf é super-critica~ 
ist.o é, o ciclo limit.e é est.ável < N
••. 
e aparece p~a N 
o 
Se A > O, ent.ão a bifW'cação de Hopf é subcr-itica~ 
ou seja, o ciclo limit.e é inst.ável e aparece para N ) N•• 
o 
3.2.4 Um Exemplo de Aplicação. 





Por out.ro lado, 
z -= <p - 1)/q • 1 , y • p - 1 - r/h • 1 - r/h . 
Calculemos N• e N•• 
Para que se t.enha uma bifurcação de Hop:f 
suf'icient..e que p -1 > r<t + h)/h.2 , ou seja r/h < h/<1 + h>. 
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é 
A nat.ureza da bif"urcação é dada pelo sinal de A que 
é i,;ual ao sinal de A'• r-/h - (h-2)/(h+i). 
Pol"t.ant.o ~> 
se h < 2 ou se h > 2 e r./h )(h-2)/(h+t)~> ent.ão 
a solução pel"iódica bifur-cada é inst.âveJ;. 
se h > 2 e r/h > (h-2)/{h+t), ent.ão a solução 
periódica bifurcada é est.ável quando N é lic;eirament..e menol" 
o 
•• queN 
r e h. 
Not.emos que e depedem soment.e de 
</2 •. Cons:idel"emos o plano (a N 
0
,h). 











Por out.ro lado, (h-2)/(h+t> • r/h 
Lor;o, (h-2)/(h+t) < r/h quando 












- No lado esquer-do da curva LMN <N < N*) não exist.e 
o 
pont.o de equillbrio não t.rivial e o pont.o de equilibrio 
t.rivial é ~:;lobalment.e e:s::t.ável. 
No lado direit.o da curva QMN,um dos pont.os de 
equilihrio não t.rivial é est.ável. 
- Sobre a curva MP, onde h < h < h , ist.o é 
' . 
<h-2)/(h-+1) < < h/(t+h), com N o • 
uma bifurcação de . Hopf subcritica ocorre. Um ciclo limit.e 
inst.ável apar-ece à dirêit.a de MP. 
Sobre a curva PQ, onde b ) b , ist.o é, 
• 
r/h < (h-2)/(h+1>, com N 
o 
•• 
• N uma bifur-cação de 
Hopf super-cr-itica ocoJ'o:r-e. Um ciclo limit.e aparece à esquerda 
de PQ. 
Na figura abaixo. t.emos h • 4, h > h
1 




é llr;elrament.e menor que N•• com 
N•< N < N••, t.emos que o nódulo é uma :t'ont.e e 
o 





Liu et. ali <1987> f"izeram um est.udo complet.o do 
modelo SEIRS, com dinAmica vtt.al_ invest.i~a.ndo pont.os de 
equilibrios e est.abilidade do sistema que soverna o referido 
modelo, ut.ilizando a mesma t.écnica empz-er;ada no 8l't.1"o [201, 
por nós est.udado no Capitulo III. Em algWIS casos podem 
ocorrer soluções periódicas pela bi.flll'cação de Hopf, pa.t'a 
valores crit.tcos dos parâmetros. 
O sist.ema analisado por Liu et. ali ([21]) é o 
S'= -XlpSq + j.l - 1-1S +6R 
E'• ÃlpSq - ({ + ~J)E 
I '• ~E- (y + j.I>I 
R'• ri - (ó + j.I)R 
S + E+ I + R 
- 1 
onde À, p e q silo posit.ivos. 
Além disso, t.ernos: 
~ t.axa de nasciment.o e mort.e 
t- t.axa com que os expostos se t.ronam 1n:fecctosos 
r- t.axa com os infecciosos são removidos 
6- t..axa com que os removidos perdem a imunidade. 
Interessante é- a forma como é estabelecida a relação 
vârios modelos e o modelo SEIRS. 
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Por exemplo,o modelo SIRS é obt.ido a p8.l"t.b.. do 
modelo SEIRS quando nllo @xis:t,e período lat..ent..e, is:t..o é, não 
exist.e a classe dos expost.os E. Como o periodo médio lat.ent.e é 
1/(' 1 não r-est.a out.ra alt.el"nat.iva senão f'azel"' ~----+ oo . 
A seguint.e t.a:bela pel"'mit.e t.el"' uma boa ideia de como 









Limit.e do SIRS 
quo.ndo 6 --+ ro 
Limi t.e do SEIS 
quo.ndo e --+ 00 
SIRS 
qua.ndo 6 • O 
Limit.e do SEIRS 
qua.ndo (' --+ (D 
Limit.e do SEIRS 
qua.rrdo 6 --+ co 
SEIRS 
qua.ndo 6 • O 
------------------- --
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Het.hcot.e et. ali (1989) most.r-aram que quando é f'eit.a 
wna a:ssociaç~o ent.r-e uma t.axa de incidência não bilinear da 
forma {UPS e um per-iodo de r-et.ardament.o na classe dos 
indi viduos removidos no modelo SIRS, 
at.ravés da bifurcação de Hopf, soluções 
determinados valores dos paràmet.ros <U7J). 
possivel exist.ir-, 
periódicas para 
No mesmo art.is-o há o re~ist.ro de que Het.hcot.e et. ali 
{1981) most.raram que, quando a t.axa de inctdêm:::ia é da forma 
(1IS e se t.em um periodo de ret.ardament.o na classe dos 
indi viduos l""emovidos no modelo SIRS, é possível existirem 
soluções periódicas, at.ravés da bifurcação de Hopf", pa.-a 
cert.os valores dos parâmet.:ros. Se, no ent.ant..o, o per-iodo de 
ret..ardament.o é t.omado na classe dos individuas irúecctosos não 




dificuldades que cercam incont.á.veis 
propagação de doenças: t.ransmissiveis 
a 
em 
populações humanas, princlpalment.e quando se deseja propor um 
modelo que, t.ant.o quant.o possivel, seja bast.ant.e .abrancente 
e ret.rat.e a r-ealidade. 
Como parece nat.ur-al, est.r-ut.ur-a-se iniclalment.e um 
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modelo, muit.as vezes, vtsivelment.e S'l"Ossei:r-o para,a partir· dai 
se oric;:inar-em as devidas reparaçiSes. 
São divel'"Sas as consideraç'i.'Ses f'eit.as em um modeJo no 
sentido de torná-lo represent.at.ivo da realidade. 
Para modelos epidêmicos podemos cit.ar, como exemplo, 
as see:uint.es consideraç5es: 
Inclus'ão da dinâmica vit.al. lmpo'I"t..ant..e quando se 
t.em um periodo mais ou menos lonso para a doença, onde não é 
possivel desprezar 
período. 




de incidências não bilineax-es, as 
influências psicolósicas decorr-ent.es 
quais 
da 
possibilidade de cont.ásio; mecanismos próprios de inf'ecção 
po:r- vírus, para a qual exist..e uma concent.ração limiar vi:r-al; 
relaxament.o da híp6t.ese de que a população seja uniforme e 
homo,;eneament.e distribuída. 
Isso nos leva a concluir que nenhum modelo está 
def'ini t..i vament.e acabado ,existe sempre a possibilidade para 
modificá-lo; uma boa r.azãr;> seria a perc;:unt..a: "e se ?". 
Esse quadro de questionament.os nat..urais da modelat;em 
de processos epidêmicos, em pelo menos dois import.ant..es 




mensal) e lnt.ernat.ional Journal Epidemiology 
t.rimest.r-aD onde o per-cent.ual de art..i~os 
sobre epidemias utilizando modela"em pode ser 
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consider-ado como :razoavelment.e si~niflcat.t v o ([19J), 
































1 L 4 
Z7.S 
Como palavras f1nais,~ost.ar-1amos de consignar aos 
muit.os serviços de vigilância sanit.ária do Pais muit.o 
incentivo e recomendar t.odo empenho no regoist.ro dos casos 
epidêmicos, pois esses dados são not.oriament.e import.ant.es para 
estudos posteriores e o consequent.e est.abeleciment.o de 
poli t.ica:s de saúde pública.· 
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